Jarostaw Wroblewski

Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Kolokwium nr 3: éroda 13.11.2024, godz. 8:30-10:00, material zad. 1-260.

Zadania do oméwienia na czeSci ¢wiczen w poniedziatek 4.11.2024
i éwiczeniach w czwartek 7.11.2024.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

W pierwszej kolejnosci nalezy oméwié zadania z wykrzyknikiem.

229! Ciag (a,) spelnia warunek

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,

6. Ciagi (c.d.).

|a,, — 100 < 10.

n>1000

c¢) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,
d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,

f) Aeee < 7777777,

g) a1 > 88,

h) Vv Ja,—100/<1,
n>1729

i) Vv |a,—100] <17,
n>345

) Y la.—99[ <13,
n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,
) 3 |a,—95|<37,
n>444

m) 3 |a,—80|<37,

n>4444

n) 3 |a,—95|<37,
n<444

0) 3 |a,—80|<37,
n<4444

p)v 3 a,>0,
m n>m

v la,—66]>12,

n>1331

r) Vv Vo apn—an| <7,
m>1234 n>5678

s) V Vo an—an| <17,
m>1234 n>5678

t) \V/ V |an_am|<277
m>123 n>45678

u) v YV an—an| <37,
m>1234 n>5678

v) 3 3 an—am| <3,
m<123 <456
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w) Y lan, +am| <210,
m>12345 n>67890

x) VvV lan +anm| <222,
m>1296 n>7776

y) vV |ay, + am| > 128,

m>1024 n>8192

z) 3 a, <92,

zZ) 3 a, > 91,

7) EI T Jan — ay,| < 1071000000
m n#m

230! Dany jest taki ciag (a,), ze
vV o|a,—T7<e.

e>0 n>5/e
Podaj granice ciagu (a,).
Wskaz taka liczbe M, ze Vla,| < M.
Wskaz taka liczbe N, 7e ¥ ap, > 6.

n>N

Wskaz taka liczbe N, ze ‘v’ a, <7,01.
Wskaz taka liczbe N, ze v la, —8|>1/3.

231! Dany jest taki ciag (by,), ze
\ b +2| <€ .

e>0 n>10/€
Podaj granice ciagu (by,).
Wskaz taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wakaz taka liczbe N, 7e "v b, < 0.
Wskaz taka liczbe N, ze ‘v’ b, > —3.

Wskaz taka liczbe N, ze ‘v’ |b, —2| >1/10.

232! Niech ¢, =a,+b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich dwoch zadan.
Udowodnij', ze woéwczas ciag (c,) jest zbiezny, gdyz

Y Vo len—5l<e.

e>0 N> /e

W miejscu kropek powinna sie znalezé odpowiednio dobrana liczba.

233! Niech d,, = 2a,, + 3b,. Udowodnij, ze woéwczas ciag (d,,) jest zbiezny, gdyz
v Voo |dy—...... |<e.

e>0 N, /e

W miejscu kropek powinny sie znalez¢ odpowiednio dobrane liczby.

W razie probleméw zerknij najpierw na zadanie 244.
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234! (DLA AMBITNYCH) Niech e, =a,, -b,, gdzie (a,) i (b,) sa jak poprzednio.
Udowodnij, ze woéwczas ciag (e,,) jest zbiezny, gdyz

\ v le,+14] <e .

e>0 Mt

W miejscu kropek powinno sie znalezé odpowiednio dobrane wyrazenie zalezne od e.

235! Ciag (a,) spelnia warunek

3,5 mot<e
Czy stad wynika, ze
235.1 ciag (a,) jest ZbIeZny ...... ...
235.2 ciag (a,) jest TOZDIEZIY . ... .ot
235.3 ciag (a,) jest OZraniCZONY ... ........oieie it
235.4 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie .......... ... ... i
235.5 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne ...,
235.6 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie ...............
235.7 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne ..............
235.8 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw dodatnich .............
235.9 w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw nieujemnych ..........
235.10 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz dodatni ..................
235.11 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz nieujemny ...............
23512 W 0 >0 o
23513 W 0030 o
235.14 F ¥ a, >0
N n=N
235.15 T W an 0 oo
N n=N
235.16 ¥V T a, >0
N n>N
235.07 %V Ty >0 oo
N n>N
23518 3, >0 oo
235.19 3 an 0
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236. W kazdym? z zadan 236.1-236.11 podaj granicg (lub granice niewladciwa)
ciggu. Liczby wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

. 14244+8+...+2F+ . 647
236.1. lim S
n—too 1l +4+164+64+...+4k+. . +64n

. 14+44164+64+...+4F+ . +647
n—+0014+8+644+512+...+8k ... +64n
. 14244484 +2F+ 464"
n—to00] +8+64+512+...+8 + ... +64n

1+8+4+64+512+...+8%+...+64"
n=too 14 64+4006+ ...+ 645 .. 164"
. 14+44+164+64—+...+4F 4+ ... +647
n—+o00 1464 +4096 4 ... 4+ 64~ 4 ... 4647

14349427+ 43 +.. 49"
ntoo T+ 9481+ 729+ ... +9F +.. +9n

14+54+25+125+...+5F+...+25"
nteo 14254625+ ... +25F+.. 4257

1434+9427+...+3F+... 427
oo 1427 47204+ 27F +... + 27"
- 14+5+254+125+...+5F ... +125"
n—+too 14125+ 15625+ ...+ 125F 4 ... + 1257

k n
236.10. lim 1424448+ . +27+..+16 PP
n—+oo 1 4+164+256+...+16F+ ...+ 16"

1 2 kg .. 1
236.11. lim 349427+ +3°+.. +8 R
n—+oo ] +81+65614...+81k+...+81n

236.2.

236.3.

236.4.

236.5.

236.6.

236.7.

236.8.

236.9.

PRAWDA CZY FALSZ?

237! Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a,+by,) jest rozbiezny.

238! Jezeli ciag (ay,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.
239! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

240! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja
tylko wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

2Nie ma sensu rozwigzywaé wszystkich 11 zadan, jegli w ktérymé momencie uznasz, ze juz umiesz
rozwiazywaé tego typu zadania.
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241! Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest
liczba dodatnig.

242! Jezeli wsroéd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne,
to ciag (a,) jest rozbiezny.

243! Jezeli wér6d wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak
i wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.

244. (Wzorcowy przyktad z rozwiazaniem) Dane sa takie ciagi (a,) i (b,), ze
4 Vo Jan—2]<e oraz v Voo |b,—3|<es.

€1>0 n>3/e; €2>0 n>T/e2
Niech ¢, = a, +b,. Wskaz liczby r € N oraz P € {10, 14} i udowodnij, ze

YV o le,—rl<e.
e>0 n>P/e

e P =14 (wersja latwiejsza). e P =10 (wersja trudniejsza dla ambitnych).

Rozumienie i analizowanie wybranych napiséw matematycznych.

Zapisz podany zbior uzywajac przedziatow, zbioru liczb wymiernych oraz dziatan na
zbiorach. N={1,2,3,...} jest zbiorem liczb naturalnych.

245. {*: x€(-2,1]} 246. {2 : v (-2,1]}
247. {x2+y3 s xy € (=2, 1]} 248. {x3+y4 Cx,y € (-2, 1]}
249. {zy : 2,y e (—2,1]} 250. {xy2 cxy € (=2, 1]}
251. { (x—5)2: z€(2, 7]} 252. {3(95—5)3 e (2 7]}
253. {7: :mneN A m2>2n2} 254. {ZL :mneN A m2>4n2}
255. {ZZ - mneN A m3<5n3} 256. {:Z . mneN A m3<8n3}
257. {7: :mneN A 8n2<m2<9n2} 258. {ZL :mneN A 8n3<m3<9n3}
259. {:’; mneN A 3“<2m<4”} 260. {ZL . mmeN A 8”<4m<9n}
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