Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 2, lato 2024 /25

Egzamin, 23062025, godz. 9:00-11:00
Zadanie 1 (10 punktow)

Udowodnij zbieznos¢ szeregu

S S
=on?42 0
Rozwigzanie:
Sprobujemy udowodnié¢ zbiezno$¢ danego szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych.

Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowa¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

li lim . 0
1m ——= =
n=00 2 4 42 nﬁoo1+42 1+0

=0.

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnidémy wykazaé, ze dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

n n+1
> ,
n?4+42~ (n+1)2+42
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
(n +2n+43) > (n+1)- (n”+42)),

n®+2n%+43n > n® +n?+42n+ 42,

(%)

n*4n>42,
n-(n+1)>6-7,

skad wynika, ze nieréwnoéé (%) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 6.
(=1)"-n
n? 442

wobec czego jest zblezny
Poniewaz zbieZnoéé szeregu nie zalezy od zmiany lub pomini¢cia skonczenie wielu wyrazéw,

(=1)"n
n2+42

Zatem szereg Z spetnia warunki kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych,

takze szereg Z jest zbiezny.
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Zadanie 2 (10 punktéw)

Oblicz sume szeregu
1

n; (4n—3)-(4n+5)

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 A n B
(4n—3)-(4n+5) 4n—3 4n+5’

Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (4n—3)-(4n+5) otrzymujemy

1=A(4n+5)+B(4n—-3). (%)
Dla n=3/4 otrzymujemy A =1/8, natomiast przyjecie n=—5/4 daje B=—1/8.
Inny sposéb: poréwnujgc w réwnaniu (*) wspotczynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy uktad
rownan i go rozZwiqgzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

Sy=3% L Jf:( L1 >_
NT 4~ (4n—3)-(4n+5) 8 An—3 4n+5)

n=1
1 ({11 1 1 1 1 1 1 1 1
—8‘((1‘9>+<5‘m)*(g‘n)+<m‘zl)+<n‘%)+"'
1 1 1 1 1 1 B
"'+<4N—11_4N—3)+<4N—7_4N+1>+(4N—3_4N+5>>_
8 5 AN+1 4N+5)°
co przy N dazacym do +oo zbiega do
L) Lel
8 5/ 85 20

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 3/20.

Uwaga: Kluczowym elementem rozwigzania jest poprawne wykonanie przejscia granicznego,
co mozna uzyskac¢ tylko przez rozwazanie sum czesciowych. Bez tego elementu zadanie nie moze
by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnej odpowiedzi, a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione
na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Wyznacz zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktorych szereg

S (Vi —n)

n=1
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
W przypadku p > 4 mamy
> (\4/n4+n7’—n) >y (\4/n4+n4—n) = (3/5— 1) Y on=
n=1 n=1 n=1

szereg jest wiec rozbiezny.
W dalszej czesci rozwigzania zatozymy, ze p <4, a wiec w konsekwencji n? < n*.

Przepisujemy wyrazy danego szeregu korzystajac ze wzoru na roéznice czwartych poteg (dwu-
krotne zastosowanie wzoru na réznice kwadratéw):

;(Vn4+np—n>—gl< /—n4+np+n2>'(4/—n4+np+n> .

Szacujemy szereg od gory:

np o0 nP

nzz:l(vn4+np+n2>~<\4/n4+np+n) <n: (\/n4 O+n2>-<\4/n4+0+n) -
n? 1 &
:gr*zgmp

oile 3—p>1, czyli p<2.
Stad wnioskujemy, ze dla p <2 dany szereg jest zbiezny, natomiast powyzsze szacowanie nic
nie mowi o zbieznosci szeregu dla p > 2.

Szacujac szereg od dotu otrzymujemy:

np e’} np
nz::l (\/n4+np+n2) . (\4/n4+np—|—n> >nz::1 (\/n4+3n4—|—n2> . <\4/n4+15n4+n) -
& 1 &1
= 1% §.ngln37p_

oile 3—p<1, czyli p>2.
Stad WnloskUJemy, ze dla p > 2 dany szereg jest rozbiezny, natomiast szacowanie od dotu nic
nie méwi o zbieznosci szeregu dla p < 2.

Po uwzglednieniu zatozenia o dodatniosci p otrzymujemy:
Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny dla p € (0, 2).
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Zadanie 4 (10 punktéw)
Oblicz warto$é¢ catki oznaczonej
27

/cosx-sin?)x-sinélx dx .
0

Doprowadz wynik do postaci w-m, gdzie w liczba wymierna.
Rozwigzanie:

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycznej.
Przyjmijmy z =cosx+isinz, co daje

n .. n .. A A ) Zh—zT"
Z" =cosnx+isinnz, 2z " =cosnx —isinnz, cosSnNT = , sinnx = 5
1
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
) ) 24270 22 —278 At (242D (B—273) (-2
cosx-sin3x-sindx = . - . - = ( ) ( ) ( ) =
2 24 21 -8
(422 —z2—2zh) (=2 B+ 2224048
- 5 — 3 —
_ COos 8r cosbx n Ccos2x L 1
4 4 4 4

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):
21

2 cos8r cosbxr cos2z 1 T
0/cosx-sin3x-sin4xd$:/— 1 1 + 1 +4 5

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ /2.
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Zadanie O (10 punktéw)
Oblicz warto$é¢ catki oznaczonej
2v2
/ 2+ Vart+a8de.
0
Rozwigzanie:
Przeksztalcenie funkeji podcatkowej! oraz wykonanie podstawienia

t=V1+vV1+a?,
tP—1=v1+a2,

(P—1)" =" —22 =22,
(4153 —4t) dt =2xdz
(2*—2t) dt = dx

prowadzi do

2\/5 2¢/2 2\/5 2
/ 22 4Vt 28 do = /\/x2+x2~\/1+x2d:c: / - 1+\/1+x2dx:/t.(2t3—2t) dt =
0 0 0 N
. /2 2 g 2 o3| 64 16 8v2 4v2_192-80 (24-20)v2 _
N 5 3 5 3 5 3 15 15 n
V2 t=v2
112 42 112-4-V2
15 15 15 '
112—4-/2

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé B

Dwukrotnie korzystamy beztrosko ze wzoru Va2 =a, bo w obu przypadkach a jest nieujemne, réwne odpo-

wiednio z2 oraz x.
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Zadanie O (10 punktéw)

Wyznacz obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
Zl2n

> T
n=1 \/ﬁ
Rozwigzanie:
Dla z =0 szereg jest oczywiscie zbiezny, zatem w dalszej czesci rozwigznia zatozymy, ze z # 0.

Stosujac kryterium d’Alemberta do danego szeregu otrzymujemy

Sl2n412, /n ’2‘12. D _‘2’12
n—oo| 12 n_|_1_212n _nﬂoo n+1_ :

Stad wynika, ze przy |z|'2 <1, czyli |z| <1 szereg jest zbiezny, natomiast przy |z|'? > 1, czyli |z]| > 1
szereg jest rozbiezny.
Pozostaje rozstrzygnaé zbieznosé szeregu w przypadku |z| =1.
Jezeli 2'2 =1, to dany szereg przyjmuje postaé
Z 12/ \/— nz—:l n1/12 ’
jest wiec rozbiezny, bo 1/12<1
W przypadku, gdy |z| =1, ale 2'2# 1, dany szereg przyjmuje postac

Z
1\/_
gdzie w = 212 jest liczba zespolona o module 1 rozng od 1. Szereg ten spetnia zatozenia uogdlnienia
kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych, jest wigc zbiezny.

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny w kole o $rodku w zerze i promieniu 1 wraz z brzegiem, ale

+145v30

bez 12 punktow na brzegu. Tymi punktami sg pierwiastki 12-go stopnia z 1: £1, +1, 22\/_2,
+1/349i
5 .
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Zadanie 1 (ZADANIE DODATKOWE)
Dany jest taki ciag (a,) o wyrazach dodatnich, ze

o
Y aZ<2.
n=1
Udowodnij, ze
o0
Y ad<3.
n=1

Rozwigzanie:
Poniewaz kazdy wyraz szeregu o wyrazach dodatnich jest mniejszy od jego sumy, otrzymujemy
dla kazdego n nieréwnos¢

oo
az <> a2<2,
n=1

skad
a, < V2.
Wobec tego
Eaizz (an-ai><2 (ﬂ-ai):ﬁ-2a2<\/§-2:\/§<\/§=3.
n=1 n=1 n=1 n=1
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Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)

Oblicz sume szeregu
X, cosnx

ozt (n—=1)! .

Rozwigzanie:
Przyjmijmy
Z=cosT+1isinw.
Wowczas dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
2" =cosnx+isinnx
i w konsekwencji

cosnr=Rez".

Przeksztatcamy dany w zadaniu szereg, korzystajac po drodze ze wzorow:
0o LM )
eZ:Z—', "tV =" (cosy+i-siny) .
n=0

Otrzymujemy:
X COSnT > Rez" 00 o o+l oo on ]
Z(n—m_z(n_1)!—Re§1m—ReZ o —R€<Z'Z>—Re(z-e)_

n=1 n=1 n=0 n—=0 n!

=Re ((cosx+isinx) -ecosﬁ"smz» =Re ((cosx+isinx)- (e“**-(cossinz+i-sinsinz))) =

COST. (cosx - cossing —sinx -sinsinz) .

=e
Odpowiedz: Suma szeregu danego w tresci zadania jest réwna

CosT (

e cosx-cossinz —sinz -sinsinx) .
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