Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 2, lato 2024 /25

Egzamin, 9.09.2025, godz. 9:00-11:00

Zadanie 1 (10 punktéw)

Wyznacz zbiér wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktorych catka

niewlasciwa
/ Vs + x2p
26+ ot
jest zbiezna.

Rozwigzanie:
Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

Y m ¥

/ £L‘6 + I’4 / / .I‘G + ZL'4
Zbadamy, dla ktéorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg zbiezne.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryterium poréw-

nawczego dla catek niewtasciwych.
Po uwzglednieniu nieréwnosci 3p > 2p otrzymujemy

/mdxqm f/

26421 0+t 21’/5 <+00,
2
oile 4— gp <1, czyli p>15/2.
Ponadto ) . .
-/ a73p+x2p O+ 2 1 dr
0/ b+t 0/ x4t d = 2.0/x4—(2p/5)_+oo’
2
o ile 4—% 1, czyli p<15/2.
Podobnie
TV :1:3p+:)32p TV x5p+x3p _ .
/ 6 +$4 1/ / 3p/5 <+00,
. 3p .
o ile 6 — e > 1, czyli p<25/3.
Ponadto
TV TP x3p+x2p 17 de
Cabat 1/ 64 24 "2 1/ x6=Bp/5) +oo,

3p
01le6—€ <1, ezyli p>25/3.

Whiosek: Jezeli 15/2 < p < 25/3, to obydwie calki powstale z podziatu przedzialu catkowania
sg zbiezne, a wiec i wyjsciowa caltka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych catek jest
rozbiezna, a zatem wyjsciowa catka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana catka jest zbiezna dla p € (15/2, 25/3).

Uwaga 1: Swiadomos¢ koniecznosci wykonania wszystkich czterech oszacowan jest kluczowym
elementem rozwigzania. Bez tego elementu zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet
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przy poprawnej odpowiedzi i dwoch oszacowaniach, a rozwiazanie nie moze by¢ ocenione na wiecej
niz 4 punkty.

Uwaga 2: Zadanie polega na udowodnieniu poprawnosci podanej odpowiedzi. Poprawna od-
powiedZz mozna odgadnaé¢ stosujgc intuicyjne przymiarki w stylu: ten sktadnik jest dominujacy,
a pozostate mozemy zaniedbaé. Takie postepowanie sprawdza sie w zadaniu testowym, gdzie trze-
ba matym naktadem pracy odgadna¢ poprawna odpowiedz bez podawania uzasadnienia. Jednak
w przypadku zadania otwartego podanie samej tylko poprawnej odpowiedzi bez $ladu oszacowan
dowodzacych jej poprawno$ci nie stanowi rozwigzania zadania i w zwigzku z tym nie moze by¢
ocenione na wiecej niz 2 punkty.

Zadanic 2 (10 punktéw)

Oblicz sume szeregu

o0 1

PO Tty :

= (Bn—1)-(3n+5)

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze

1 A n B

(3n—1)-(3n+5) 3n—1 3n+5’
Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (3n—1)-(3n+5) otrzymujemy
1=ABn+5)+B(3n—-1). (%)

Dla n=1/3 otrzymujemy A =1/6, natomiast przyjecie n=—5/3 daje B=—1/6.
Inny sposdb: poréwnujge w réwnaniu (*) wspotczynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy uktad
rownan i go rozZwiqgzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

n=1
1 11+1 +11+11+11+
6 \\2 8 5 11 8 14 11 17 14 20/ 7
N 1 1 N 1 1 N 1 1 B
T A\3N—-7 3N-1 3N—4 3N+2 3N—1 3N+5))
1 1+1 1 1
6 \2 5 3N+2 3N+5)°
co przy N dazacym do +oo zbiega do
1 /1 1 17 7
— . ——'—7 = = — = —
6 \2 5/ 6 10 60

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 7/60.

5 _% 1 1 %( 11 )_
N~ (3n-1)-(3n+5) 6 3n—1 3n+5)
1

Uwaga: Kluczowym elementem rozwiazania jest poprawne wykonanie przejscia granicznego,
co mozna uzyska¢ tylko przez rozwazanie sum czesciowych. Bez tego elementu zadanie nie moze
by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnej odpowiedzi, a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione
na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Oblicz catke nieoznaczong

Rozwigzanie:
Sposdb I (przez podstawienie):
Podstawiajac' t = V247, czyli x =t" — 7 i formalnie dx = 7t dt otrzymujemy:

T_ 7). 746 13 4046 . 13/7  49. 6/7
/ 7a?d:v :/(t 7)-Tt dt:?-/t12—7t5dt:7t 49t —}-027 (x+T7) 49 (x+T7)
V4T 13 6 13 6

Odpowiedz:

+C.

+C'.

/ vdr T (z+7)B7 49-(:L‘+7)6/7
NEE 13 6

Sposob II (przez cze$ci):

(75 (z47)%7 - /1 (x+7)T dx =

rdx
| m=-1"7

4

78

73 )13/7+C=Z-x-(x+7)6/7—

Odpowiedz:

d 7 49
VT

Uwaga: Na pierwszy rzut oka moze sie wydawac, ze powyzsze sposoby prowadzg do réznych
odpowiedzi. W rzeczywistosci w obu przypadkach dostajemy te sama funkcje, tylko w innej postaci.

Zadanie 4 (10 punktéw)

Oblicz wartos¢ calki oznaczonej
2
/sinx-sin?)x -cosdx dz .
0
Doprowadz wynik do postaci w -7, gdzie w liczbg wymierna.
Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometryczne;.
Przyjmijmy z =cosx+isinz, co daje
n . o . 227" . 2=z
2" =cosnx +isinnz, 27" =cosnx —isinnx, cosng = ———, sinnz =

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:

-1 3 -3 _4, 4 S N S, N B
sinx-sin3x-cos4x=z Z R -Z+Z :(Z & )(Z i )(Z Tz ):

21 21 2 -8
(=22 —22 42 (P42t AP 42—P 4
— — — = —

17Zadziala tez podstawienie t =z +7.
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cos8r cosbxr cos2x 1

— - - -
4 4 4 4
Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu calke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uprosci¢ obliczenia):
2
cos8r cosbr cos2r 1

27
O/Sinm-sin?):p-cosélxdxzo/— 1 + 1 + 1 de:g.

Odpowiedz: Podana calka oznaczona ma wartos¢ —m/2.

Zadanie O (10 punktéw)
Oblicz catke nieoznaczong

/ T+95
z-(x+3)-(x+7)- (z+10)

dx .

Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
T+5 A B D E

z-(x+3)-(x+7)-(x+10) ;+x+3+x+7+x+10 ’
z+5 = A-(z+3)-(z+7)-(x+10) + B-z-(z+7)-(x+10) + (%)
+ D-z-(x+3)-(z+10) + E-x-(z+3)-(x+7).
W czasie, gdy mitosnicy rachunkéw sa zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie réwna-

nia (*), uktadaniem uktadu czterech réwnar liniowych z czterema niewiadomymi i rozwiazywaniem
go, podstawimy? do réwnosci (*) kolejno® z =0, —3, —7, —10. Otrzymujemy:

dla x=0 5=210A, skad A=1/42,

dla z=-3 2=—-84B, skad B=-1/42,

dla z=—-7 —2=84D, skad D=-1/42,

dla x =-10 —5=-210F, skad E=1/42.
To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:

/ T+9d d 1 /1 1 1 n 1 J
r=—-[—— - r=
z-(x+3)-(z+7)- (z+10) 42 J x x+3 247 x+10
1
:E-<ln\x|—1n|x—i—3|—1n|x+7|+1n|x+10|)+C’.
Sposéb II (trikowy):
Przepisujemy dana catke w postaci
T+5 T+5
dr = dr =
/:c-(:c+3)-(:c+7)-(x+10) /(a:-(x~|—10))-((:c—|—3)-($—|—7))

2Taka metoda jest o wiele szybsza, zwlaszcza przy wysokim stopniu mianownika, jednak mozna ja wydajnie
zastosowaé tylko w przypadku mianownika bedacego iloczynem réznych czynnikéw liniowych.
3To sa wartoéci x, przy ktérych czynniki liniowe sie zeruja.
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r+5
:/ dx
(x2410x) - (22 +10x+21)
a nastepnie podstawiamy ¢ = x?+ 10z i formalnie dt =2 (z +5) dr. Otrzymujemy
5)
/ hs do=>- [
(x2+10z) - (22 + 102+ 21) 2 J t-(t+21)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 1/21 1721
t-(t+21) t  t421°

co pozwala dokonczy¢ obliczenia'

1
1t—1t21> _
2/ t+21 42/ t+21 D) <n|| nft+21|

- E' (m\x +10z|~In|2? —|—10x+21D el
Odpowiedz:

T+5
/m-(x—f—i’))-(x—i—?)-(x—l—l(])

1
do= (In|z| —In|z+3| —In|z+7|+In|z+10]) +C =

22 +10z

1
-5 (m\x +10z|—In|2? +10x+21\)+0—— T

42

.

Zadanic O (10 punktéw)

Oblicz catke oznaczong
16
dx

/5x2+4a:+16'

Mozesz otrzymacé 6 punktow za obliczenie catki oraz 4 punkty za doprowadzenie wyniku do po-
staci niezawierajacej ”arctg”.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy dana catke i wykonujemy kolejno podstawienia y=x+2 oraz t = Zi/g:
16 d 16 A 18 dy 18 dy .
_/5932+4x+16__/5 (z+2)2+12 /y 2412 /12 (525) 119
3y3 2.3 dt 1 3y3 dt arctg t 33 arctg ( >—arctg (_é)
:_/M 12t2+12:2.¢§'_¢4/2 241 2.3 t:_ﬁﬂ_ 2.3 -
arctg (3\/5) +arctg (?)
= 73 )
Upraszczamy arctg <3\/§) +arctg (éﬁ) korzystajac z liczb zespolonych:
arctg (3\/§> +arctg (\ég) =arg (1 —|—3\/§i> +arg (1 + ?z) =arg (1 — g +3v/3i+ \fz) =
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7, nieréwnosci

3
0 < arctg (3\/§> +arctg (é_) < z_{_ﬁ =T

wynika, ze nalezy przyja¢ k=0.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ m_
3-V3

Zadanie T (ZADANIE DODATKOWE)

Udowodnij, ze jezeli szereg > a,, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to zbiezny jest takze szereg
n=1

5(13

Z

Rozwigzanie:
Z nieré6wnosci miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna zastosowana do trzech liczb a,, i dwoch

1
hczb 5 otrzymujemy:

5(13 1 3 X 2 x> 1
< =_- =Y =5 <00
S %= () <X (Grotsma)—r Loty X mm<o

Ostatni szereg Jest zblezny, poniewaz 3/ 2>1.
Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)

Podaj przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze szereg

n=1
n=1 7’L2

jest rozbiezny. Uzasadnij poprawno$¢ podanego przyktadu.

Rozwigzanie:
Niech a; =2025 oraz 1

= ——=75 dla n>2.
n-(Inn)
Wowczas

n=21710"

Zan_2025+2 )3/2

jest szeregiem zbieznym, bo 3/2 > 1.
Natomiast szereg

> = V0% Y 79/10
n=1 n=mn-(lnn)
jest rozbiezny, gdyz 9/10< 1

Uwaga: Wykladnik 3/2 mozna zastapi¢ dowolnym innym z przedziatu (1, 5/3].
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