Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Egzamin, 16022026, godz. 9:00-11:00
Zadanie 1 (10 punktow)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
500n < 2" +4000 .

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <8.
Dla n < 8 zachodza nierownosci
500n < 500-8 =4000 < 2" +4000,

skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 9.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =9 poréwnujemy lewa i prawa strone nierownosci danej w treéci zadania:
L=500-9=4500,
P=2+4000=14512,
skad L < P.
2° Niech n > 9 bedzie taka liczba naturalna, ze
500n < 2™ +4000.

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze z powyzszej
nierownosci wynika nier6wnos¢
500(n+1) < 2" 44000 .

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz
z nieréwnosci n > 9 otrzymujemy

L=7500(n+1) =500n+500 < 2" +4000 + 500 < 2" 440004512 = 2™ +4000 +2° <
<2"4+4000+2" =2 +4000= P,

co konczy dowdd indukeyjny.

Egzamin 16.02.2026 -1- Rozwigzania zadan otwartych



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Zadanie 2 (10 punktéw)
4

Udowodnij, ze liczba log(20/27) (

3 ) jest niewymierna.

Rozwigzanie:
4

Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatozmy, ze liczba log o /o7 (3) jest wymierna i niech

bedzie ona réowna m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to liczba
dodatnia, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logarytmowana jako
réowna \4780/ 81 tez jest mniejsza od 1). Wéwezas otrzymujemy kolejno
2- % m
10g(20/27) BE =

(20)’”/” 2-V5

n

Y

27 3

4
(QO)W_ 2-v/5
2t) \ 3 ’
20@3”:(2-%)”-27”,
204m . 34 = gon. 274

Wykazemy, ze powyzsze réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Rozkladajac obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzymujemy
28m . 34n . 54m — 24n A 312m . 5n ]

Z twierdzenia o jednoznacznos$ci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach
roéwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

8m = 4dn
4n = 12m
dm = n

Jednak powyzszy uktad rownan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla takiego
rozwigzania mielibySmy
8m=4n=12m,

czyli 8m =12m, co nie jest prawda dla dodatniej liczby m.
Inne rozumowanie: rozwiazujemy uktad rownan i stwierdzamy, ze jedyne rozwiazanie rzeczywi-

ste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.
4
/b

Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba 1ogyq/97) | —5— | jest wymierna.

3

2V
Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze liczba 1og o /97 (3) jest niewymierna.
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Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb natural-
nych, btedne jest kazde rozwigzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne
lub
e bez powodu przyjeto, ze liczba w tresci zadania jest ujemna i zapisano ja w postaci —m/n.

Zgodnie z ogdlng zasadg, czesciowa punktacja za bledne rozwigzanie musi by¢ nizsza niz 50%,
a zatem takie rozwiazania nie moga by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty. Jednak sprawdzajacy
ma prawo uznaé¢ powyzsze btedy za dyskwalifikujace i dawaé za takie rozwigzania 0 punktéw.
A moze dawaé¢ 4 punkty lub cokolwiek miedzy 0 a 4 — to jego suwerenna decyzja, ktorej nikt nie
powinien podwazac.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Jakie najwieksze pole moze mie¢ trojkat jak na rysunku obok? Dwa
wierzchotki to (0,0) i (1, 1), a trzeci wierzcholek lezy na fragmencie krzywej
o réwnaniu y = z° odpowiadajacym z € (0, 1).

Wskazowka: Mozna bez dowodu skorzystaé| ze W|zoru na pole trojkata

a—b

o wierzchotkach (0, 0), (1, 1) i (a, b): POLE = 5

Rozwigzanie:
Niech (a, a®), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem tréjkata lezacym na krzywej.
3
a—a

2

Woéwezas pole tréjkata jest réwne P(a) =

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—07t a—1—

a ponadto
1—3a?
5 -

Wobec tego P'(a) =0 dla a=1/+/3, co prowadzi do maksymalnej wartoéci pola tréjkata réwnej
1 1
P <1> _viawa_ L
V3 2 3v3

1
Odpowiedz: Najwicksze mozliwe pole trojkata wynosi ﬁ

P'(a)=
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Zadanie 4 (10 punktéw)
Dana jest funkcja f: (2, co) — R okreslona wzorem
f(z)=V25—63.
Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y > 2 zachodza nieréwnosci

|z —y| <|f(x) = fy)| <32 |z —yl.
Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej wynika rownosé
[f (@)= FWl =1 ()] lz—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y.
Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x > 2

zachodzg nieréwnosci
1< |f'(x)] <32.

Poniewaz
6-x° x®

6- (26 —63)"°  (26—63)"°"

dla zakonczenia rozwigzania wystarczy przeprowadzi¢ ponizsze oszacowania prawdziwe dla x > 2:

f'(x) =

$5 fL‘5 :L’5
/ p— = —
[ ()| = (x6_63>5/6 > (x6)5/6 T h
oraz 5 5 5 5
x X xr xr 6
6 __ /6 26 5/6 6426 —63-26 5/6 26 5/6 64
(2% —63) (20 -63-5;) (5 ()
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Zadanie O (10 punktéw)

Oblicz sume szeregu

s 1
ngl (10n—9)(10n+1)
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 A B

(10n—9)(10n+1)  10n—9 @ 10n+1"
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (10n—9)(10n+ 1) otrzymujemy
1=A(10n+1)+B(10n—9). (%)

Dla n=9/10 otrzymujemy A =1/10, natomiast przyjecie n=—1/10 daje B=—1/10.
Inny sposdb: poréwnujgc w réwnaniu (*) wspotczynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy uktad
rownan i go rozZwiqgzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

S_g: 1 1%( 1 )_
N (10n 9)( 10n—|—1) 10 10n—9 10n+1)

1 1 1 N 1 1 N
10 21 31 31 41) 7
1 1 1 1 1
ot + + - =
(1ON—29 10N — 19) (1ON 19 10N—9> <1ON—9 10N+1>)

I SR
10 ION+1)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/10.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/10.
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Zadanic O (10 punktéw, a moze wiecej)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (1, 81) zachodza nierownosci
x+39 x+48

e <
0 V<

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f okreslona wzorem f(x)= /x jest $cisle wklesta, jej wykres lezy powyzej kazdej
cieciwy! oraz ponizej kazdej stycznej?.

Poniewaz cieciwa wykresu o koncach odpowiadajacych x =11 =81 ma réwnanie

F(81)— f(1) 3-1 1 z+39

40
spelniona jest lewa nierownosé z tresci zadania.
Ponadto styczna do wykresu w punkcie odpowiadajacym x =16 ma réwnanie

y:f(16)+f’(16)‘(:c—16):2+x_16:‘r+48

32 32
co dowodzi prawej nierownosci z tresci zadania.
SkorzystaliSmy tu z réwnosci

prowadzacej do f'(16) =1/32.

INie liczac koncéw cieciwy, ktére leza na wykresie.
2Za wyjatkiem punktu stycznogci, ktéry lezy na wykresie.
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Zadanie 1 (ZADANIE DODATKOWE)

Wskaz odpowiednig liczbe naturalna n i udowodnij dla niej nieréwnosci

75
215n < n2 < 216n .

Rozwigzanie:
Slepa uliczka
Przyjmijmy n = 2¥. Wéwczas podane nieréwnoéci przybieraja postaé

15.2k k275 16-2k
2 <2 <2 ,

czyli kolejno
15-2F < k-2 < 16-2F,

15-28P <k <16-27 (V)

Jednak nie udaje si¢ dobra¢® liczby naturalnej k, ktéra spetniataby nieréwnosci (9).

Rozwigzanie poprawne
Przyjmijmy n = k-27. Wtedy podane nieréwnosci przybieraja postaé
915k27 _ (k-275>275 < QI6k2"™

czyli
275

75 75
(215k>2 < (k-275)2 < (216k> ’
co jest rownowazne nieréwnos$ciom
215k <k- 275 < 216k ) (*)
Zauwazmy?, ze nieréwnosci (&) sa prawdziwe dla k=5, gdyz wowczas
215k:275 < 5'275:k'275 < 32.275:25_275:280221616'

Odpowiedz: Liczbg spelniajaca podane nieréwnosci jest n=15-27.

3Liczba k=77 jest za mala, a k=78 za duza.
4Poréwnanie wykladnikéw sugeruje wyprébowaé takie k, aby 15k = 75 ~ 16k.
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