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KOLOKWIUM nr 2, 23.10.2025, godz. 8:15-9:45
Zadanie 1. (10 punktéw)

10
Udowodnij, ze liczba 1og 91 /99 ( ) jest niewymierna.

21
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatozmy, ze liczba 1og 9y /90 ( ) jest wymierna i niech bedzie
ona réwna —m/n, gdzie m, n sg liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to liczba ujemna,
bo podstawa logarytmu jest wieksza od 1, a liczba logarytmowana jest mniejsza od 1).
Woéwezas otrzymujemy kolejno
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Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzymujemy
PR LN UL D L LN E A

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach
réwnosci sg rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

2m = n
n = m
m = n
n = m

Jednak powyzszy uktad rownan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla takiego
rozwiazania mieliby$Smy
2m=n=m,

czyli 2m =m, co nie jest prawda dla dodatniej liczby m.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie rzeczywi-
ste m =n =0 nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.

Doszlismy do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba log g /o) ( ) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba 1og 9, /90 ( ) jest niewymierna.
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Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb natural-
nych, btedne jest kazde rozwigzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne
lub
e nie zauwazono, ze liczba w tresci zadania jest ujemna i zapisano ja w postaci utamka o dodatnim
liczniku i mianowniku.

Zgodnie z ogdlng zasadg, czesciowa punktacja za bledne rozwigzanie musi by¢ nizsza niz 50%,
a zatem takie rozwiazania nie moga by¢ ocenione na wigcej niz 4 punkty. Jednak sprawdzajacy
ma prawo uznaé¢ powyzsze btedy za dyskwalifikujace i dawaé za takie rozwigzania 0 punktéow.
A moze dawaé¢ 4 punkty lub cokolwiek miedzy 0 a 4 — to jego suwerenna decyzja, ktérej nikt nie
powinien podwazac.
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Zadanie 2. (10 punktow)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnosé
Rozwigzanie:

2
16" (3”) <27 ( ") .
n n
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Dla n=1 mamy 16" (%) =16-3 =48 oraz 27" (*') =27-2=>54, a zatem dana w zadaniu

n n
nieré6wno$¢ przyjmuje postaé 48 < 54, jest wiec prawdziwa.

Zanim przystapimy do dalszej czesci rozwigzania, przepiszemy dowodzong nieréwnosé w prost-
szej postaci:

(3n)! (@)
) =2 e
(3n)!-n! 27\"
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Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
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Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-

mujemy

16" -

Chcemy wykazaé, ze wowczas
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o ile udowodnimy, ze

czyli
4-(3n+1)-(3n+2)<9-(2n+1)2.

Powyzsza nieré6wnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
4-(9n°+9n+2) <9- (4n*+4n+1)
36n%+36n+8 < 36n2+36n+9,
8<9,

a wiec jest ona prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
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Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nierownos¢ zostata udowodniona dla

kazdej liczby naturalnej n.

Uwaga: Nierownos¢
4-(3n+1)-(3n+2)<9-(2n+1)?

moze by¢ przepisana w postaci

czyli

a to jest prawdziwe jako nierownos¢ miedzy srednimi geometryczng i arytmetyczng liczb n+%

oraz n+§.
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Zadanie S« (10 punktow)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnosé

1000n < 2™ +9000 .

Rozwigzanie:
Dowod nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <9.
Dla n <9 zachodza nieréwnosci

1000n < 9000 < 2" 49000,

skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 10.
Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny.

1° Dla n =10 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=10000,
P=2"49000=10024,
skad L < P.
2° Niech n > 10 bedzie takg liczba naturalna, ze
1000n < 2™ +9000 .

W celu przeprowadzenia zasadnicze] czesci dowodu indukeyjnego chcemy wykazaé, ze z powyzszej
nieré6wnoéci wynika nieré6wnosc¢

1000- (n41) < 2™ 49000 .

Wychodzac od lewej strony tej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz z nieréw-
nosci n > 10 otrzymujemy

L=1000-(n+1)=1000n+ 1000 < 2"+ 9000+ 1000 <
< 2" 4+9000+ 2" < 2"+ 9000+ 2" = 2" 4+ 9000 = P,

co konczy dowdd indukeyijny.
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Zadanie 4. (10 lub 18 punktéw)
Podaj trzy (wersja podstawowa) lub pieé (wersja trudniejsza) przyktadéw liczb rzeczywistych

dodatnich x # 1, dla ktérych liczba
2
log, <:c + )

9

jest wymierna.

W podanych przyktadach liczbe x nalezy wyrazi¢ wzorem, w ktorym mozna uzywacé liczb caltko-

witych, czterech dziatan oraz pierwiastkowania kwadratowego.

W kazdym z przyktadéw podaj, wraz z odpowiednim uzasadnieniem, wartos¢ log, <x+ %)
Rozwigzanie:

Przyktad I (2 punkty):

2
Dla x = 7 liczba log,, (:Jc—i— 9) =log, 1 =0 jest liczbg wymierna.
9

Przyktad I (4 punkty):
Zaktadajac, ze

g, ()
og, lz+=|=w
8z 9 )

2

Wybieramy taka warto$¢ wymierna w, aby$my umieli rozwiazaé¢ réwnanie (#) i liczymy na to, ze
znajdziemy rozwiazanie dodatnie. Dla w =2 réwnanie (#) przybiera postaé

otrzymujemy réwnanie

x2:x+f.

9

Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe! otrzymujac

1 1
1,V
2 6

a poniewaz interesuje nas rozwigzanie dodatnie, przyjmujemy

1 V17

6
1 wowczas

T2
log, (x—i— ) log, 1% =
jest liczbg wymierna.
Przyktad 111 (4 punkty):

Postepujemy jak w przyktadzie II przyjmujac w = —1, co prowadzi nas do réwnania

_1—x+g
9

!Standardowe rachunki sa tu pominiete, ale na kolokwium powinny si¢ znalezé w rozwiazaniu.
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majacego rozwiagzanie dodatnie

1 /82
rT=—— .
9 9

Woéowezas
2 1
log,, l‘+§ =log, v =-1

jest liczbg wymierna.

Przyktady IV i V (44+4=8 punktéw):
Postepujemy jak w przyktadzie II przyjmujac w=1/2, co prowadzi nas do réwnania

2

majacego rozwigzania
1 4
Tr=— oraz r=—.
9 9

W obu przypadkach

2
log, (x—l—g) =log, Vr=1/2

jest liczbg wymierna.
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