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KOLOKWIUM nr 4, 20.11.2025, godz. 8:15-9:45

Zadanie O (10 punktow)
Oblicz granice
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dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 5, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jn+ A2 i 2Ant AT 7 2T
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2
/n2 + 7. 2An7+A

(n+5)2+2- ((B—5)n+552)

cata suma przybiera postac
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i w konsekwencji ma N(n)+ 1 skltadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie wartosci
N(n) okreslone rownaniami (2) musza by¢ réowne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (2) bylo spelione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(2An+A%) =7-(2(B—5)n+B*—25) ,
4An+2A* =14(B—5)n+7(B*—25) . (3)

N(n)

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki po obu jej
stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

4A = 14(B—5)
{2A2 — 7(B2-25)
24 = 7(B—%)
{2A2 _ 7(B-5)(B+5) (4)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (4) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi nieréwnosciami
A>01i B>5 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy A= B+5, co po
podstawieniu do réwnania pierwszego daje

2B+10=7B—-35,
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skad B=91i A=14. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=4n+28.
Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 29 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow
i mianownikow:

2 An+28 2 2
VR R VTR gy VO
(n+9)? = (n+5)°+2k (n+5)2
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gornego przy n — +00.
Otrzymujemy

(4n+29) -

(4n+29)- Ve (nt29)m 4+
(n+9)2_ (n+9)2 _<1+g>2

oraz
np2g) VOHIAP _ (an+29)-(rr1a)  (43)-(1430)
n * = = —_—
(n+5)2 (n+5)? (1+§)2
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest réwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=14, B=9 i wéwczas dana w zadaniu granica jest réwna 4.
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Zadanie O . (10 punktow)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnosé

n 3. +1)3(n+2)3
Myt .
S k(4 1) )

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowodd indukcyjny.

1° Dla n=1 lewa strona dowodzonej nierownosci ma wartos¢ 16, a prawa 24. Zatem dana
w zadaniu nieréwno$¢ przyjmuje postaé¢ 16 < 24, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

n 5.(n+1)% (n+2)>
1)t <2 .
kgl ( ) 9

Wykazemy, ze woéwczas
ntl (n+1)*-(n+2)*- (n+3)*

S K E+1D) <
=1 9

(%)

Wychodzac od lewej strony nieréwnosci (&) i korzystajac z zalozenia indukeyjnego otrzymuje-
my

n+1 3. 1 3. 2 3
L= ke < ot )9 R+ 1)t (e 2)t =
k=1

+1)3. (n+2)3 +1)3-(n+2)3
_ DT s g (1) (n 2)) = D (0 2)
9 9
Z kolei prawa strone nieréwnosci () mozemy zapisaé¢ jako
P:(n+1)3-(n+2)3-(n+3)3:(n+1)3-(n+2)3_(n+3)3:
9 9
1 3. 2 3
:(n—i— )9(n+ ) -<n3+9n2+27n+27).

-(n3+9n2+27n+18) .

Stad otrzymujemy

(n+1)*(n+2)3
9

(n+1)*-(n+2)3
9

co konczy dowdd drugiego kroku indukeyjnego.

L< (n*+9n*+27n+18) <

-<n3—|—9n2+27n+27) =P,

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udowodniona
dla kazdej liczby naturalnej n.
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Zadanie T « (10 punktow)
Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+90n—|—k—n: nEN}

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego k.

Rozwigzanie:
Poniewaz dany w zadaniu zbioér jest zbiorem wyrazow pewnego ciagu, zbadamy monotonicznos$é
tego ciagu.

Przeksztatcajac wyrazenie definiujace ciag otrzymujemy:

2 k—(n+45)°
AT 00n T —n— T 00n T — (n45) 4 45— S0 k- (A g
Vn2+90n+k+ (n+45)

_n2+90n+k—n2—90n—2025+45_ k—2025
Vn?24+90n+k+ (n+45) Vn2+90n+k+ (n+45)

7, otrzymanej postaci wynika, ze:

+45.

1° Dla k > 2025 podane wyrazenie maleje wraz z n (staly dodatni licznik, dodatni i rosnacy
mianownik), a przy n — oo dazy do 45.

W ciggu malejacym pierwszy wyraz (tu réwny +/91+k — 1) jest najwiekszy (kres gérny),
a kresem dolnym zbioru wyrazéw jest granica ciagu (tu réwna 45).

2° Dla k < 2025 podane wyrazenie rosnie wraz z n (staly ujemny licznik, dodatni i rosnacy
mianownik), a przy n — oo dazy do 45.

W ciagu rosngcym pierwszy wyraz (tu réwny 4/91+k — 1) jest najmniejszy (kres dolny),
a kresem gérnym zbioru wyrazéw jest granica ciagu (tu réwna 45).

3° Dla k=2025 podane wyrazenie jest rowne 45 dla kazdej wartosci n. Zatem dany w zadaniu
zbior jest jednoelementowy i obydwa jego kresy sa rowne 45.
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Zadanie 8. (10 lub 20 punktéw)

Wskaz odpowiednig liczbe naturalna n i udowodnij dla niej nieréwnosci
27
3" <nd <2 (za 10 punktéw)

lub
27
0" <3 <277, (za 20 punktéw)

Rozwigzanie:
Sposdb I (za 10 punktéw):
Przyjmijmy n = 3¥. Wéwczas podane nieréwnoéci przybieraja postaé
33" < 383 < o7

czyli kolejno
327

33 < 3h3T < 339"
3F<k-3%"<3.3". ™)
Pozostaje zauwazy¢, ze nieréwnosci () sa spetione dla k=30, gdyz wtedy
3F=3%=27.3" < 30-3°"=k-3"" < 81.37=3-3"=3.3".

Odpowiedz: Liczbg spelniajaca podane nieréwnosci jest n =3,

Sposdb II (za 20 punktéw):
Przyjmijmy n = k-327. Wtedy podane nieréwnosci przybieraja postaé
985 < (k- 327)327 < 27h3

czyli

(99" < (k-37)" < (279,

co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom

9F < k-3 < 27F

2k _p..327 g3k ()
Zauwazmy, ze nieréownosci (&) sa prawdziwe dla k € [10, 14], gdyz woéwczas

32k <32 _3.327 _ [.32T _ 7.327 _ 330 < 33k
Odpowiedz: Liczbami spetiajagcymi podane nieréwnosci sg liczby postaci n=k-3%7, gdzie

10< k< 14.
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