Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

KOLOKWIUM nr 0, 18.12.2025, godz. 8:15-9:45

Zadanie 9. (10 punktéw)

Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadz wzor na pochodng funkcji f okreslonej wzorem
f(z) = ¥z na przedziale (0, +00).
Uwaga: Nie wolno uzywaé reguty de ’'Hospitala lub w inny sposéb omijaé¢ bezposrednie korzystanie z definicji pochodnej.

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzor na réznice 6smych poteg w postaci trzykrotnego wzoru

na réznice kwadratow otrzymujemy:
v y—x ymT oy -
= lim y—r
(Ve ) (Ve ) (Ve ve) - (y—a)
= lim L
(Ve ) (Ve ) (Ve vi)
1 1 1

(Vo+ o) (ot Vo) (Varva) - @ Vo) @ Vo) 2vVe) 8- Vel
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Zadanie 10. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—8,8] — R okreslona wzorem f(z)=x®. Udowodnij, ze dla kazdych liczb

rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
[f(@) = fy)| <8z —y].

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice 6smych poteg w postaci trzykrotnego wzoru na réznice kwadratow,
nieréwnos¢ tréjkata oraz nieréwnosci |z|, [y| < 8 otrzymujemy:

f(2) = f)]=|2* | = (2" +0*) - (2% +9°) Jw+yl - [z =yl <
<(z'+y") (27 +97) (2l 4y o —yl < (8°+8") - (87+8%) - (848) - ]o—y| =
=(2-8")-(2:8%)-(2:8) - Jx —y| =8%- |z —y] .
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Zadanie 11 (10 punktow)

Wyznacz asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
f(z)=loggy (27°+3) .

Rozwigzanie:

Poniewaz funkcja jest ciggta na catej prostej, nie ma asymptot pionowych.
Szukamy asymptoty ukosnej/poziomej w +oo.

log, (27° logg (277 (1+ 53 3 4 Jogg (14 525
logg (1+ 52
i (3o (Iar)) 3 03
T—00 x 2 oo 2
3 3 3 3
b= lim (f(x)—az)= lim <log9 (27’”+3)—x) = lim (x—i—logg (1—1—) _m) =

lim lo <1+ ’ ) 0

= lim — | =0.
200" 089 27

Szukamy asymptoty ukosnej/poziomej w —o0.
1 27" 1
a= lim M: lim 08 (27 +3): 0g93:0’

T—>—00 T——00 x —00

1
b= lim (f(z)—ax) :zgglwlogg (277 4+3) =loge(0+3) = 3

T——00

3 1
Odpowiedz: Funkcja ma w +00 asymptote ukosna y= ?:157 aw —o0 asymptote pozioma y= 5
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Zadanie 12. (10 punktéw)
Rozstrzygnij, w zaleznosci od parametru naturalnego n, czy funkcja

flx)= Vvar+1—1
jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
Obliczamy i porownujemy pochodne jednostronne w zerze:

M_ ; \/W var+1-1 Var+1-1
f+() = lim = lim

ac—>0+ xr—0 z—0t z—>0+

xn
= lim n» = lim 7 ,
z—0+ \Ja:" Var+1 —1—1) =0t \ /2" +1+1 (1/5

Vvar+1-1 Ve +1-1
f7(0)= lim (3: —/0) _ = lim Vvarrlol lim L:
z—0~ z—0 20— T 2—0— (_1)n+1 L e
n| VI —1 n
R =0 \ 2 (Vi T 1+1)

1 -1 n+1,
:(_1)714-1' im » ( )

=0~ \ V" +1+1 N V2

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z tego, ze dla ujemnych = zachodza réwnosci:

= Vo= (-1)". {zn dla n nieparzystych
r=—|z|=—Var=(-1)". Yar dla n parzystych

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy n jest nieparzyste.
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Zadanie 1 3« (ZADANIE DODATKOWE za 15425=40 punktow)
Za rozwazania, ktore nie prowadza do rozwigzania, otrzymasz ZERO punktow.

(a) Funkcja ciggla f:R — R jest odwrotna do samej siebie. Udowodnij istnienie takiej liczby
rzeczywistej x, ze f(x)=rzx.

(b) Wykaz (podajac odpowiedni przyktad), ze zatozenie ciagloéci w zadaniu (a) jest istotne.

Rozwigzanie:
(a) Niech f:R— R bedzie funkcja ciaglta odwrotna do samej siebie. Jezeli f(0) =0, to teza
zadania jest spelniona. W przeciwnym razie f (0) =z0#0 i wéwezas f (x¢) =0. Rozwazmy funkcje
pomocniczg g okreslong wzorem

9(z) = f(5)—=.

Wtedy ¢(0) =z oraz g(xy) = —xo. Poniewaz g jest funkcja ciaglta i w punktach 0 i z¢ przyjmuje
wartosci roznych znakow, to na mocy wtasnosci Darboux funkcji ciggtych, pomiedzy 0 i xg funkcja
g przyjmuje wartos¢ 0, powiedzmy w punkcie c. Wobec tego

fle)—c=g(c)=0,

czyli f(c) =c¢, co nalezalo dowies¢.

Uwaga terminologiczna: Kazdy punkt x spelniajacy warunek f(z)=z nazywamy punktem
staltym funkcji f. Wobec tego teze zadania mozna sformutowaé nastepujaco: Kazda funkcja ciggla
na calej prostej, odwrotna do samej siebie, ma punkt staly.

(b) Zadanie polega na podaniu przyktadu funkcji okreslonej na caltej prostej, odwrotnej do sa-
mej siebie, bez punktéw statych.

Funkcja f okre$lona wzorem
f(z)=z+(=1) [x] = czesé catkowita x
jest odwrotna do samej siebie, ale f(z)# x dla kazdego x.
Uzasadnienie poprawnosci powyzszego przyktadu:
1° f(x)#z, bo f(x)—z=(—1)Fl=+1#£0.
2° Funkcja f jest odwrotna do samej siebie, bo f(x)=x41, skad wynika, ze [z] i [f(z)] sa kolejnymi
liczbami catkowitymi (a wiec o réznej parzystosci). Wobec tego
(_1)[96] - _(_1)[f(z)]
i w konsekwencji
P = f)+ (~DF = ot (~1 4 (1) =
Wykres funkcji f mozna obejrze¢ na stronie:
https://www.desmos.com/calculator /umaxmu76ph
Zwroe uwage, ze wykres jest symetryczny wzgledem prostej y = x, ale nie ma z nig punktéw
wspolnych.

Uwaga: Istnieje nieskonczenie wiele przyktadéow funkeji rozwiazujacych zadanie (b), nieko-
niecznie opisanych zgrabnym wzorkiem — funkcje mozna takze zdefiniowac¢ przez precyzyjny opis
jej wykresu. Prawdopodobienstwo, ze dwie osoby przedstawiajace poprawne rozwiagzanie podadza
doktadnie ten sam przyktad jest wprawdzie dodatnie, ale mate. Trudno tez oczekiwad, ze rozwia-
zujacy poda doktadnie taki przyktad jak przedstawiony powyzej.
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Inne przyktady: .
—x dla reR\Z
f(a:)—{ l—z dla z€Z

https://www.desmos.com/calculator /vxaotbpwyd

B —x dla zeR\Z
f(a:)—{ r+(—1)" dla z€Z

https://www.desmos.com/calculator /zlacsqcbma
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