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KOLOKWIUM nr 9, 30.01.2026, godz. 10:15-11:45

Zadanie ]_ 4 .

Oblicz sume szeregu N
nZ::l (4n2 - 1)

Rozwigzanie:

Skorzystamy z tozsamosci
n n 1 8n 1 4n’+4n+1—(4n*—4n+1)

@n2— 1% (2n—1%-2n+12 8 (2n—12-2n+1)2 8  (2n—1)2-2n+1?
1
8

1 (2n+1)2—(2n—-1)* 1 1 1
T8 (2n—12-(2n+1)2 8 (2n—12 8 (2n+1)?

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

SN:iM_ly:;i((zninf (2n1+1)2> -
HE (b)) ()

ot <<2N1—5>2 B <2N1—3>2> - <<2N1—3>2 B <2N1— 1>2> " <<2N1— e <2N1+1>2)> -

1, 1
-8 (2N+1)2)°
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/8.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/8.
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Zadanie 1D
Oblicz wartosé granicy (ciagu):

lim sin <7r “V4n?+ n) )

n—oo
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze z okresowosci sinusa wynika réwnosé

sin(w-\/4n2—|—n> :sin<7r- <\/4n2—{—n—2n)) ,

a ponadto
1

n
—Hi'
Van2+n+2n 4

Z ciagtosci funkcji sinus (definicja ciagowa Heinego) wynika wigc, ze

Vian2+n—2n=

n—oo

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica jest réwna 1/ V2.
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lim sin (7?- (\/4n2—|—n—2n)) :singi_(rolo (7‘(‘- <\/4n2+n—2n>> :sing =

-
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Zadanie ]_ 6 o

Oblicz wartosé granicy (ciagu):
2

n
1+2
i (F2)
n—oo en
Rozwigzanie:
Wyrazenie pod znakiem granicy po zlogarytmowaniu przybiera postac

1
n2~ln<1—|—> —n,
n

co po podstawieniu n=1/x prowadzi do
In(l14z2) 1 In(l+z)—=z

x? r x?
Wobec tego korzystajac z reguty de 'Hospitala otrzymujemy
1

n—00 z—0t 2 z—0t 2

W konsekwencji wyjsciowa granica ma wartos¢
1

7

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica jest réwna 1/4/e.

e 1/2 —
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- Ty — 1
lim (n2'1n <1+1)—n> = lim M: lim (HF2) T
n

z—0t

(+x)? _ —

2
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Zadanie ]_ 7.

Niech
f(@)=9g(g(g(..9(g(x))...)))
bedzie ztozeniem 2026 egzemplarzy funkcji g, gdzie
g(x) =242z
i niech
h(z)= 2202\6/% : pierwiastek stopnia 22026
Rozstrzygnij, ktoéra z liczb jest wigksza
h(2025) 4+ h(2027) czy 2h(2026) 7

Rozwigzanie:
Poniewaz

funkcje g mozna zapisa¢ jako ztozenie g=p~lokop, gdzie k(z) =12, p(z)=z+1, a p~! jest funkcja
odwrotna do p, czyli p~*(z) =2 — 1. Wobec tego
gog=p ‘okopoptokop=plokokop
i podobnie
g"=p lok™op,
gdzie g™ oznacza ztozenie m egzemplarzy funkcji g.

Zatem przy powyzszej notacji otrzymujemy

Fl) =g (@) =p™ (B2 (p(a) = (4 1P ~1,

skad
h(z)={(x+1)"—1

dla n = 22026

Woéwcezas a1yt
W(r)= (@t 1) 1)o7
R | CES i U VHUES il
(z+1)m—1)" D" (1) —1) D/
_ (=) @+ )" ((@+1)" 1) (n—1)- (@412
((w+1)n 1)/ (x+1)n— 1)@/
_ =)@ )P (=) (@ )" = (e ) (@ ) (D) (@)
(w+1)n—1)En=b/e (z+ 1) — 1)@=/
dla x > —1.

Stad wynika, ze funkcja h jest Scisle wklesta w przedziale (—1, 0o), wobec czego
h(2025) +h(2027) < 21(2026) .

Odpowiedz: Liczba h(2025)+ h(2027) jest mniejsza od 2h(2026).
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