Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Zadania do oméwienia na éwiczeniach w pigtek! 30.01.2026
i na wykladzie w srode 4.02.2026.

Zadania nalezy sprébowac rozwigzaé przed zajeciami !!!

Zadania z ubieglorocznego egzaminu.

849. Jakie najwieksze pole moze mie¢ tréjkat jak na rysunku obok?
Dwa wierzchotki to (0, 0) i (1, 1), a trzeci wierzchotek lezy na fragmencie
paraboli o réwnaniu y = r? odpowiadajacym z € (0, 1).

Wskazowka: Mozna bez dowodu skorzysta¢ ze wzoru na pole trojkata
—b
o wierzchotkach (0, 0), (1, 1) i (a, b): POLE = |a2 |

850. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

(377,—{—2) 3 .
>—-6".
n 4

5
851. Udowodnij, ze liczba logyz o5 (9) jest niewymierna.

852. Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2—|—12n+37—n: nEN} )

853. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(z)=4dlnzx— Yz .
Rozstrzygnij, ktora z liczb (obydwie ~ 78,70703 63727 20384) jest wicksza:
F(107) + £ (107+2) = £(10000000) + f(10000002) ~ czy  2-f(10000001) =2- f(107+1) ?

854. Dana jest funkcja f: [0, co) — R okreslona wzorem
f(x)=In (:p7+3> .
Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych nieujemnych x, y zachodzi nieréwnosé

[f(2) = Fly)| <4-|x—y].

855. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
21025 n< 2n_'_21035 '

1Po przeanalizowaniu wynikéw wszystkich 7 kolokwiéw podejme decyzje o ewentualnym kolokwium dodatkowym
dla oséb najlepszych i oséb ”"tuz pod kreska na zaliczenie”. Jezeli kolokwium bedzie ogloszone, to odbedzie sie
w piatek 30 stycznia 2026 roku w godzinach 10:15-11:45 w sali HS.
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856. Wyznacz punkt, w ktérym funkcja f zdefiniowana wzorem

9-In (422 +1
flx)= 4% - n(8:g+) +arctg(2z)

osiaga najwicksza warto$¢ na przedziale [4, 5].

857. Udowodnij, ze liczba log,y,70 jest niewymierna.

858. Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+12n+35—n: nGN} )

859. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(z)=9nz— V.
Rozstrzygnij, ktoéra z liczb jest wieksza:
F(10°=2)+f(10™°)  czy  2-f(10°—1) 7

Powyzsze liczby ~ 628,93063347785644624649692368637111473639653590635827137199804 rbéznig sie na 60-tym miejscu po przecinku.

860. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
Fz) = /x5 666 .

Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= Fl<le—yl.

861. (dla ambitnych) Funkcja ciggta f:R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x
warunek
f(f(f(x)==. (3-krotne zlozenie jest identycznoscia)

Udowodnij, ze woéwczas dla kazdej liczby rzeczywistej z zachodzi réwnosé f(x) =x.

862. (dla ambitnych) Funkcja f € C3(R) (tzn. majaca na calej prostej ciggle pochodne do
trzeciego rzedu wlacznie) spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej x warunek f”'(x) > 0. Udowodnij,
ze wowczas

FO)+3f(2) <3f(1)+f(3) -
Wskazowka: Zbadaj wypuktosé/wklestosé funkcji g(z) = f(x+1) — f(z).
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863. Podaj kres gérny zbioru.

a) sup{%: m,neN A 8m3<27n3}: ...................................................... ;
b) sup{%: m,neN A 3m2<81n2}: ...................................................... :
c) sup{%: m,neN A 2m3<32n3}: ...................................................... :
d) sup{%: m,n €N A 9m2<49n2}: ...................................................... )

864. Zapisz w postaci przedziatu dziedzing funkcji f okreslonej podanym wzorem.

(x) \/m, D= ;
(x):\/m, D= ;
(x) \/m, D= ;
(2) = \10gr 10851080, D= ..ottt .

a) f
) [
c) f
) [

—

o,

d
el 2x 7 — el —
a) dxln (e +x ) ........................... ;' b) dxlncosx ........................... ;
d d 1
C) %arctg <:L‘ \/E) S 3 ) %W T e e e e e e e e

et —1 e —1
e ;b) lim————= .. ;
a) lim In(142x) b) lim In(1+4x) ’
641‘ -1 61650 -1
e R ;d) lim—————= ...
) I In(1+62) d) iy In(1+8x)

868. Niech z; bedzie taka liczba, ze punkt (xy, x1) lezy na prostej stycznej w punkcie (k, k?)
do paraboli o réwnaniu y = 2%. Wéwezas:
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869. Podaj liczbe podzbioréw A zbioru liczb naturalnych N = {1, 2, 3, ...} spekiajacych
warunki ¥V (n€ A= (n+2) € A) oraz
neN

a) 10,16€ A .. b)) 1IL,1I6EA oo :
) 121TEA oot ) I3,18€ A eii .

870. Niech g bedzie funkcja odwrotna do funkcji f:R — R zdefiniowanej wzorem f(z)=
23+ 52+ 3. Podaj warto$é¢ pochodnej.

a) g (3)= i ib) ()= ;
c) §(21)= . s d) g (4D) =
33
871. Niech f(z)=2'".e¥ . Podaj warto$¢ pochodnej danego rzedu.
a) fU0) = ... b)) U0 = :
o) fFUS0)y= . cd) OO0 = :
872. Niech
Glp) = < n-+2 n n+4 A n+2k n pn )
D=t \ 2 rnre  nitntd T m2hna2k n?+pn)’
Wéwcezas
a) GB3)=........... ;b)) GB)=........... cc) G(T)=........... ;d) GO9)=...........
873. Podaj sume szeregu:
) S n SN
a =T e
n=1 80" 7 n=1 80" ’
4 n
< (—1)" = (-1)3
e d P
) L gy )2 g
874. Podaj sume szeregu:
S n—+48 n-+49 s n—+48 n~+50
a) - = : b) - ST ;
i n n+1 oy} n n+2
> [ [n+48 n+51 > n+48 n-+49
— = e o d — = e .
2 ,;( n n+3) d) n§2< n n—I—l)
875. Podaj kres gérny zbioru. Przypomnienie: N={1,2 3, ...}
4 4
a) Sup{m:m,nEN/\Zm <16n}: ...................................................... :
n
3 3
b) sup{m:m,neN/\BZm <128n}: ................................................... :
n
2 2
c) sup{m:m,nEN/\QE)m <64n}: ..................................................... :
n
3 3
d) sup{@:m,neN/\ﬂm <64n}: .................................................... )
n
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876. Zapisz w postaci sumy przedziatow dziedzine funkcji f okreslonej podanym wzorem.

a) f(z)= \/log1110g6 Logo|, D= o ;

b) f(z)= \/10g1310g2 log |,  Dp= ;

c) flx)= \/log17log2 Logs|, D= o ;

d) flx)= \/10g1910g7 Logo|, D= :
877. Dla podanej liczby k£ podaj taka liczbe naturalng n >k, ze (Z) = (;)

a) k=2, n= ... . ... ;b)) E=3, nm= .. :

C) k=4, M= . cd) E=D5, m= ..

878. Dla podanej funkcji f podaj wartos¢ parametru a, dla ktorej funkcja f jest ciggla.
Przypomnienie: {2} oznacza czesé utamkowa liczby .

879. Niech f(z)=x-+/z. Podaj wzér na pochodna danego rzedu.

a) flT)= ib) ()= ;
c) fM(T)= o d) fO(@)= :

880. Niech f(z)=x-&x. Podaj wzér na pochodna danego rzedu.

a) fW@)= ... cb) )= ;
c) fx)= cd) )= :

881. Niech z; bedzie taka liczba, ze punkt (xy, x1) lezy na prostej stycznej w punkcie (k, k3)
do krzywej o réwnaniu y = x3. Wowczas:

) To= ..ooiiiin... ;b)) 3= ...l 1C) Ta= o, cd) xpo= o )

882. Niech g bedzie funkcja odwrotna do funkcji f: [0, co) — R zdefiniowanej wzorem f(x)=
Vv +1. Podaj warto$é pochodnej.

a) ¢(B)=.......... ;b) ¢(10)=.......... ;c) g(65)=.......... ;d) ¢(101)=.......... .
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883. Niech

B n+p n+2p n—+kp ™m )
G(p)_”l—’rgO<n2+n+p n?+n+2p n2+n—|—kp+m+n2+7n
Wowczas
a) G(1)=........... b)) G(2)=........... ) GB)= ..., ;d) G6)=...........
100
884. Niech f(z)=2%%.e¥ . Podaj warto$¢ pochodnej danego rzedu.

a) fU0)= ... b)) FEE0) = ;
o) fOBO) = cd) FUBS0) = .

885. Podaj sume szeregu:

8

=
3
.03
—~
N /N
— =
I
Sl 3|~ 3
—— ~ ~~—
3
+
N
|
P
—_
+
;
}—‘_I_H
—_

//
—_
+

S
~
3

|

S
—_
_|_

3
+ | =
—_
~
3
=
~_—
I

a) infZ(16,32)= ...l : sup Z(16,32) = ... ;
b) infZ(8,16)= ... : SUpZ(8,16) = oo ;
c) infZ(64,128)= ........ ... , sup Z(64, 128) = ... ;
d) infZ(32,64)= ... : SUP Z(32,64) = ..o .
888. (dla ambitnych) To samo, co w poprzednim zadaniu
a) infZ(32,128)=.......... ... : sup Z(32,128) = ... ;
b) infZ(128, 16) = .. o'oveeeeiae . sup Z(128, 16) .......................... :
c) infZ(128,32)= ..., , sup Z(128,32) = ..o ;
d) infZ(8,128)= ........ .. : SUp Z(8, 128) = ... .
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