Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

849. Jakie najwieksze pole moze mie¢ trojkat jak na rysunku obok?
Dwa wierzchotki to (0, 0) i (1, 1), a trzeci wierzchotek lezy na fragmencie
paraboli o réwnaniu y = 2? odpowiadajacym z € (0, 1).

Wskazowka: Mozna bez dowodu skorzysta¢ ze wzoru na pole trojkata

o wierzchotkach (0, 0), (1, 1) i (a, b): POLE = |a;b|.

Rozwigzanie:
Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem tréjkata lezacym na paraboli.
2
a—a
5

Woéwezas pole trojkata jest rowne P(a) =

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—
a ponadto
P'(a)=1-2a.

Wobec tego P'(a) =0 dla a=1/2, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola trojkata réwne;

p(L :iizl.
2 2 8

Odpowiedz: Najwigksze mozliwe pole tréjkata wynosi 1/8.

850. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

(3n+2) 3
>—-6".
n 4

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
Dla n =1 mamy (3":2> = (?) =5 oraz %-6” =9/2= 4%, a zatem dana w zadaniu nieréwnosc¢
przyjmuje posta¢ 5> 4,5, jest wiec prawdziwa.
Zanim przystapimy do dalszej czesci rozwiazania, przepiszemy dowodzong nieréwnos$¢ w posta-
cl:
(3n+2)! 3

n!-(2n+2)! >Z6 '

Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze

(3n+2)! 3 .
— > 0"
nl-(2n+2)! " 4
Chcemy wykazac, ze
(3n+5)! >§_6n+1_

(n+1)!-(2n+4)! " 4
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
B (3n+5)!  (3n+2)!-(3n+3)-(3n+4)-(3n+5)
C(n+D)-2n+4)! nl-(2n42)!-(n4+1)-(2n43)- (2n+4)
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(3n+2)!  (3n+3)-(3n+4)-(3n+5) 3 ., 3-(3n+4)-(3n+5)

Cnl-(2n4+2)! (n+1)-(2n+3)-(2n+4) ~ 4 (2n+3)-(2n+4)
3 3
>—' "6=_. n+1:P
1 6" -6 1 6 ,

o ile udowodnimy, ze
3-(3n+4)-(3n+5)

(2n+3)-(2n+4)
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
(3n+4)-(3n+5)
(2n+3)-(2n+4)
(3n+4)-(3n+5)>2-(2n+3)- (2n+4),
In?+2Tn+20 > 8n*+28n+24,
n*>n+4,

227

1
nz—n+1>4,25,

1\2 1\2
—=) »4,25=(3-=) -2,
(” 2) ( 2>

a wiec dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 3.

To oznacza, ze pierwsza implikacja udowdniong drugim krokiem indukcyjnym jest, zapisujac
symbolicznie, implikacja T'(3) = T'(4).

Przeprowadzone na poczatku rozwigzania sprawdzenie dla n =1 okazuje si¢ nie mie¢ zwigzku
z indukcja, ale jest czescig rozwigzania, bo mamy udowodni¢ nierownos¢ takze dla n=1.

Dla zakoniczenia rozwiazania musimy sprawdzi¢ dowodzona nieréwnos¢ dla n=2 (bo tego przy-
padku nie obejmuje dowdd indukeyjny) oraz dla n =3 (zeby indukcja w ogdle ruszyta — to spraw-
dzenie przejmuje role pierwszego kroku indukcyjnego).

Dla n =2 mamy (3";2) = (g) =28 oraz % 6" = % -36 =27, a zatem dana w zadaniu nier6wnos¢
przyjmuje postac¢ 28 > 27.

Dla n =3 mamy

n 3 6

oraz %-6" = % 216 =162, a zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje posta¢ 165> 162.

(3n+2) _ (11> Y 15— 165

Uwaga:

Sprawdzenie dla n=3 nie wydaje si¢ wymagac¢ wiele pracy, jednak brak §wiadomosci koniecz-
nosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem, demaskujacym niezrozumienie
istoty dowodu indukcyjnego. W takim przypadku punktacja powinna by¢ mocno obnizona.

5
851. Udowodnij, ze liczba logyz /o5 (9) jest niewymierna.
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Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zalozmy, ze liczba log o795 (g) jest wymierna i niech bedzie
ona réwna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to liczba ujemna,
bo podstawa logarytmu jest wieksza od 1, a liczba logarytmowana jest mniejsza od 1).

Wowczas otrzymujemy kolejno
D m
10g(27/25) 9 =,

i
90
-

259" =5".27™

Wykazemy, ze powyzsze réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzymujemy
32n 52m 33m 5TL
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze

wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach
roéwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2n = 3m
2m = n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla kazdego
rozwigzania w liczbach rzeczywistych m, n mamy

3m=2n=4m,
skad m =0.

Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log sz /o5 (5) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log 7 o5 ( ) jest niewymierna.

Uwaga:
Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb naturalnych, bted-
ne jest kazde rozwiagzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozkladu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych,
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne.
W takim przypadku punktacja powinna by¢ bardzo mocno obnizona.

852. Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+12n+37—n: nEN} )
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Rozwigzanie:
Przeksztalcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbiér otrzymujemy:
24120437 — (n+6)°
WP 120§ 3T —n= Va2 F 20 37— (nt6) 6= eI (6 o
Vn?2+12n+37+ (n+6)
~ n?+12n+37—n*—12n—36 1

+6=
Vn?+12n+37+ (n+6) Vn?4+12n+37+ (n+6

7 otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie maleje wraz z n, a przy n — oo dazy do 6.
Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy odnotowaé, ze w ciagu malejacym pierwszy wyraz (tu
réwny /50— 1) jest najwiekszy, a kresem dolnym zbioru wyrazéw jest granica ciagu.

Odpowiedz: Kres gérny danego zbioru jest réwny v/50 —1=5v/2—1, a kres dolny 6.

)+6

853. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(z)=4dlnzx— Yz .
Rozstrzygnij, ktora z liczb (obydwie =~ 78,70703 63727 20384) jest wicksza:
F(107) + £ (107+2) = £(10000000) + £(10000002) ~ czy  2-f(10000001) =2- f(107+1) ?
Rozwigzanie:
Roézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
4 1
/ P —
f (.CL’) - T 5 . I4/5
4 4
1 _ e
f (l’)— $2+25‘$9/5’
skad nieréwnosé f”(z) > 0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
4 4
IR T
4 4
25-295 ~ g2

7> 95,

oraz

0,

x>51.

Zatem f jest $cisle wypukla w przedziale (5'%, 00), skad

T+
@)+ 1) >2-f (557)
dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y > 5.

W szczegolnoscei

£(10000000) + £(10000002) > 2- £(10000001)

gdyz
510 =53.5"=125.57 < 12857 =27.57 =107 = 10000 000 ,
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854. Dana jest funkcja f: [0, co) — R okreslona wzorem
f(z)=In (x7+3> .
Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych nieujemnych z, y zachodzi nieréwnosé
[f(z) = fy)| <4-]le—yl.
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nieréwno$c¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej wynika rownosé
[f (@)= fWl=1f () e =yl
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y.
Rozwigzanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x >0
zachodzi nieré6wnos¢

()| <4,
czyli )
o< )
Nier6wnosé (#) mozna udowodni¢ r6znymi sposobami.
Sposéb I:
Wryliczamy

() = 422° - (27 +3) — 4922 _ —Tx'%4+42.3.2° _ 7% (18 —a")
(27 +3)? (27 +3)? (z7+3)°
Stad wynika, ze f” (W) =0, a ponadto f"(z)>0, gdy z € (0, W) oraz f"(x) <0, gdy = > V/18.
Wobec tego funkcja f” jest dodatnia i rosngca na przedziale (O, \7/1_8] oraz dodatnia i malejaca

na przedziale [\7/ 18, oo). W konsekwencji przyjmuje ona w punkcie v/18 warto$¢ najwieksza.
Poniewaz

.1 6/7
f’(\7/1_8)=7281 = V/26-35 = /26243 < /26256 = /2628 = /21 = 4,

nieréwnosé¢ (#) jest udowodniona.

Sposéb 11:
Dowodzona nieréwnosé (#) mozemy przepisaé w postaci

4" —T7254+12>0,
co sprowadza sie do udowodnienia, ze funkcja ¢:[0, c0) — R okre§lona wzorem
g(x) =42" —72°4+12
przyjmuje tylko wartosci nieujemne. Poniewaz
g (z) = 282°% —422° = 142° - (20— 3)

stwierdzamy, ze funkcja ¢’ jest ujemna w przedziale (0,3/2) i dodatnia w przedziale (3/2, c0).
Zatem funkcja g jest malejaca w przedziale [0,3/2] i rosnaca w przedziale [3/2, c0), przyjmuje
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wiec najmniejsza warto$¢ w punkcie 3/2. Pozostaje wykazaé, ze g(3/2) >0, co robimy nastepujaco:

<3)_4'37_7'36+12_2-37—7-36+12-64_6-36—7-36+3-256_—36+3-256_
INg) = r e T 64 - 64 - 6
_ 3343256 —3.24343-256 313
64 64 64

855. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
91025 ) < gn | 91035

Rozwigzanie:

Dowdéd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.
Przypadek pierwszy: n <1024.
Dla n <1024 zachodzg nieréwnosci
91025 ) < 91025 1 (194 — 91025 910 _ 91035 _ gn 4 91035
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 1025.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n = 1025 poréwnujemy lewsq i prawa strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2'95.1025,
P= 21025 4 21035 — 21025 4 210 . 21025 — 21025 4 1024 - 21025 =1025- 21025
skad L=P.
2° Niech n > 1025 bedzie taka liczba naturalna, ze
21025 n< on +21035 '

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze z powyzszej
nierownosci wynika nier6wnos¢

21025 . (n+ 1) < 2n+1 +21035 )

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz
z nieré6wnosci n > 1025 otrzymujemy

I = 21025 X (n_|_ 1) — 21025 _n_|_21025 < 2n_|_21035 _|_21025 < on +21035 +2n _ 2n+1 +21035 —pP

co konczy dowdd indukeyijny.

Y
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856. Wyznacz punkt, w ktérym funkcja f zdefiniowana wzorem
r  9-In(42?+1)

f(z)= 0 80 +arctg(2x)

osiaga najwicksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réznicy:
, 1 9.8z 2 422 +1 36z 80
fllx)=—— + = - +
40 80-(4z2+1) 4z2+1  40-(42241) 40-(422+1) 40-(422+1)
42 — 362+ 81 (22 —9)?
T 40 (422+1)  40-(4a2+1)7

przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnosé zachodzi tylko dla x =9/2=4,5. Poniewaz w interesu-

jacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu, w ktérym
ma wartosé¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najwigksza na koncu przedziatu, czyli w punkcie 5.

857. Udowodnij, ze liczba log,y,70 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze liczba log,y,70 jest wymierna i niech bedzie ona
rébwna m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to liczba dodatnia,
bo podstawa logarytmu i liczba logarytmowana sa wieksze od 1). Woéwczas otrzymujemy
kolejno

m

] 70=—
08490 n
490™/" =170,
490™ = 70" .

Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzymujemy
oM . 5. 7Am — g 5
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze

wynika, ze wyktadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach
rownosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

m = n
m = n
2m = n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla kazdego
rozwigzania w liczbach rzeczywistych m, n mamy

m=n=2m,
skad m =0.

Doszlismy do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba log,y,70 jest wymierna.
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Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze liczba log,q,70 jest niewymierna.

Uwaga:
Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb naturalnych, bted-
ne jest kazde rozwiagzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych,
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne.
W takim przypadku punktacja bedzie bardzo mocno obnizona.

858. Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{\/n2+12n+35—n: nGN} :

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbiér otrzymujemy:
24120+ 35— (n+6)°
VT TIn T 35— n— VT 120 35— (n46) + 6= 23 -6
Vn?2+12n+35+ (n+6)
_n2+12n—|—35—n2—12n—36 1

+6=—
Vn?+12n+35+ (n+6) Vn24+12n+35+ (n+6

Z otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie ro$nie wraz z n, a przy n — oo dazy do 6.
Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy odnotowaé, ze w ciagu rosnacym pierwszy wyraz (tutaj
réwny /48 —1) jest najmniejszy, a kresem gérnym zbioru wyrazow jest granica ciagu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest rowny v/48 —1=4v/3—1, a kres gérny 6.

)—|—6

859. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(z)=9nz— Vx.
Rozstrzygnij, ktoéra z liczb jest wigksza:
F(10*°=2)+ f(10™)  czy  2-f(10%°—1) ?

Powyzsze liczby ~ 628,93063347785644624649692368637111473639653590635827137199804 rbéznig si¢ na 60-tym miejscu po przecinku.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
9 1
/ —_———_—ee_—,—,—,—,———
f(x)_a: 10 29/10
oraz 9 9
1 _ 7 s
F@) == 5 g0 g7

skad nieréwnos¢ f”(z) <0 jest réwnowazna! kolejnym nieréwnosciom
9 9
"2 100 49/ <
9 9
100-219/10 = 32

0,

'Przy zalozeniu z > 0.
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210 <100,
< 10%.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale (0, 10%°], skad

f(a?);rf(y)<f(w—2#y)’

czyli

f@)+ 1) <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y < 10%°.
W szczegdlnosci

£(10°=2) + £ (10%) <2- f (10* 1) .

860. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem
fa) = V56 666 .
Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosc¢
[f (@)= fy)l<lz—y|.
Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej wynika rownosé
[f (@)= fWl=1f () lz—yl,
gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy x i y.
Rozwigzanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi nierownos¢

[f(2)| <1,
czyli
666 - 13665 LL’665
Nier6wnosé (#) dowodzimy przez bezposrednie szacowanie:
|l’|665 (x666)665/666 (l’666+666)665/666

<x666+666)665/666 - (x666+666)665/666 (x666+666)665/666 =1
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861. (dla ambitnych) Funkcja ciggta f:R — R spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej «

warunek
f(f(f(x)==z. (3-krotne zlozenie jest identycznoscia)

Udowodnij, ze wowczas dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé f(x)=rzx.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze zgodnie z warunkami zadania funkcja f jest roznowartosciowa. Jezeli bowiem x i y
sa takimi liczbami, ze f(z)= f(y), to

z=f(f(f(@)=f(f(f®)=y.

Poniewaz ciagta funkcja réznowartosciowa okreslona na przedziale (dziedzinie w jednym kawal-
ku) musi by¢ $cisle monotoniczna, do rozwazenia pozostaja dwa przypadki:

1° Funkcja f jest malejaca. Wowcezas fo f jest rosnaca, a fo fo f malejaca. Jednak funkcja
identycznosciowa jest rosngca, wiec w tym wypadku fo fo f nie moze by¢ identycznoscig.

2° Funkcja f jest rosnaca. Jedli f nie bytaby identycznoscia, to istniatoby takie xq, ze f (zo)#xo,
przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze f(x¢) > x¢ — rozwazania w przypadku nieréwnosci przeciwnej
roznig sie tylko kierunkiem nieréwnosci.

Oznaczmy ,41 = f (z,).

Wowczas

x1=f(x0) >x0.
Skoro x1 >z, a funkcja f jest rosnaca, to
zo = f (1) > f(m0) =21 > 120 .
Analogicznie z nieréwnosci xo > 1 wynika
w3 =f(22) > f(21) =22 > 21 > 70

Otrzymalismy wiec nierownosé¢ xs > xg, sprzeczna z warunkami zadania, ktéore méwia, ze

z3=f(f(f(20))) =m0.

862. (dla ambitnych) Funkcja f € C3(R) (tzn. majaca na calej prostej ciagle pochodne do
trzeciego rzedu wlacznie) spehia dla kazdej liczby rzeczywistej x warunek f”(z) > 0. Udowodnij,
ze wowczas

f0)+3/(2) <3f(1)+f(3).
Wskazowka: Zbadaj wypuktosé/wklestosé funkeji g(z) = f(z+1) — f(z).
Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f” jest dodatnia, funkcja f” jest rosnaca. Zatem
g"(@)=f"(x+1)= f"(x) >0,
skad wynika, ze funkcja g jest $cisle wypukta.
Wobec tego dla kazdych réznych liczb rzeczywistych x i y zachodzi nieréwnosc
9(x)+g(y)>2-g (x;ry) :
W szczegélnosci dla © =01 y =2 otrzymujemy

9(0)+9g(2) >2-9(1),
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co po skorzystaniu z definicji funkcji g prowadzi kolejno do:
fA)=fO)+f3)—f(2)>2f(2)—2f(1),
3f()+f(3)> f(0)+3f(2),
a to jest nierownos¢, ktora nalezato udowodnic.

Uwaga:
Chociaz czynnik 3 wystepujacy po obu stronach dowodzonej nieréwnosci wyglada na wziety

z sufitu, to jest on nienegocjowalny (tréjkat Pascala). Mamy bowiem (przy a > 0):

Wyrazenie Kiedy zawsze zerowe? Kiedy na pewno dodatnie?
f(x) funkcja zerowa, f=0 funkcja dodatnia
f(x+a)—f(x) funkcja stata, f'=0 funkcja rosnaca, >0
flx+2a)—2f(x+a)+ f(z) funkcja liniowa, f”=0 | funkcja $cisle wypukta, f” >0

flz+3a)—3f(x+2a)+ wielomian stopnia <2, f">0
3 +a)- @ fr=0

flz+4a)—4f(x+3a)+ wielomian stopnia < 3, f®>0
+6f(x+2a)—4f(r+a)+ f(x) fW=0

Zn: (Z) ‘(—1)k'f(a:+(n—k’)a) wielomian stopnia <n—1, f™ >0

k=0

fm =0
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863. Podaj kres gérny zbioru.
3
‘m,neN A 8" 27"

NT
w
=

T

= \/log949 = \/10g37 41 punkt|.

o
S~—
»n
=
T
—_—— A

S133[33[333

864. Zapisz w postaci przedziatu dziedzing funkcji f okreslonej podanym wzorem.

a) flz)= Vl1ogylogyloggr, Dy = 9, c0);
b) f(x)=/logslogslog,x, D;=|[8, c0);
c) f(x)=1/logslog,logsx, D;=[81, co);
d) f(z)=/log;logslog,x, D;=[32, co).
865. Dla podanej liczby k£ podaj takg liczbe naturalng n >k, ze (Z) = (41)
a) k=4, n=20; b) k=5, n=25;
¢) k=10, n=>50; d) k=111, n=>555.

866. Podaj wzor na pochodna funkcji.

d e 7 2e2¥ 4 75 d sinx
a) %ln( +x):e2X7—|—X7’ b) %IDCOSIE'* :,

COSX

c) dact( \/_> 3V ) i ! 25x!
—arctg (z- V1) =——F—; - =— :
8 2. (x3+1) dv 55 +1 4. (5x5+1)%*

867. Podaj warto$¢ granicy.
2r

e b) lim— - =1/2;
2) | x—>01n(1+2x) 1/2; ) A /2
] el6r 1
I —2/3. d) lim o =
c) 1 wHOIn(1+6x) /3 ) mg%ln(l+8x)

868. Niech z; bedzie taka liczba, ze punkt (xy, x;) lezy na prostej stycznej w punkcie (k, k?)
do paraboli o réwnaniu y = 2%. Wéwcezas:

a) r5=25/9; b) xo=4/3;
c) xt3=9/5; d) z,=16/7.
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869. Podaj liczbe podzbioréw A zbioru liczb naturalnych N = {1, 2, 3, ...} spekiajacych
warunki ¥V (n€ A= (n+2) € A) oraz
neN
a) 10,15€ A 40; b) 11,16€ A 48;
) 12,17€ A 54; d) 13,18€ A 63.

870. Niech g bedzie funkcja odwrotna do funkcji f:R — R zdefiniowanej wzorem f(z)=
23+ 52+ 3. Podaj warto$é¢ pochodnej.

a) ¢'(3)=1/5; b) ¢'(9)=1/8;
c) ¢(21)=1/17; d) ¢'(45)=1/32.

33
871. Niech f(z)=2'".e¥ . Podaj wartoé¢ pochodnej danego rzedu.

a) f199(0)=199!/31=199!/6: b) f*9(0)=430!/10!;
c) fU9(0)=463!/11!; d) f"9(0)=1760!/20!.
872. Niech
G(p) = ( nt2 o, ontd oy nAk o, )
p)= n2+n+2 n?+n+4 0 n24+n+2k 0 nZ4pn)’
Woéwczas
a) G(3)=2; b) G(5)=6; c) G(7)=12; d) G(9)=20.
873. Podaj sume szeregu:
< ] = (=1)"
L _1/79: b =—1/81;
2) 2 5 = U/T9 PSR /81;
4 n
< (—1)" = (-1)3
=—-1/100: d =—1/98.
©) 2 5o /100; ) 2 oo /

874. Podaj sume szeregu:
s n—+48 n-+49 s n—+48 n—+50
— =6; b — =10;
2) nzl< n n—i—l) ’ ) nzl( n \ n+2) ’
& 48 o1 s 48 49
o 3 (PR PR g 7 Q) 3 () gy
=1 n n+3 " n n+1

875. Podaj kres gérny zbioru. Przypomnienie: N={1,2, 3, ...}
4 4
m,nEN/\2m <16n}:»\4/zz\/§+1punkt;

3

= {7/5;
= \/log2564 = \/10g58 +1 punkt|}

— a]0g2764 :’ \?/log34 +1 punkt|.

—

&
3
b) sup{@: m,neN A 32" 128"
n
{m
n

2
mneN A 257 L

64”2}

3 3

d) sup{@: m,neN A 27" < 64" }
n
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876. Zapisz w postaci sumy przedziatow dziedzine funkcji f okreslonej podanym wzorem.
a) f(z)= \/lognlog6 llog,z|, Dy=(0, 1/64]U[64, c0);
)=

b) f(z \/10g1310g2 llog;z|, Dy=(0, 1/49]U[49, co);
c) flx)= \/log1710g2 llogsz|, Dy=(0,1/25]U[25, co);
d) flx)= \/10g1910g7|10g2xl, Dy=(0,1/128]U[128, o).

877. Dla podanej liczby k podaj taka liczbe naturalng n > k, ze (n) = (n)

a) k=2, n=10; b) k=3, n=30;
c) k=4, n=68; d) k=5, n=130.

878. Dla podanej funkcji f podaj wartos¢ parametru a, dla ktorej funkcja f jest ciggla.
Przypomnienie: {z} oznacza czes¢ utamkows liczby z.

879. Niech f(z)=x-+/z. Podaj wzér na pochodna danego rzedu.

3./ 3
o — : b "eoN ;
) 1= ) o=
3 9
mey . (4) S
C) f (I) 8 ‘X3/2 ’ d) f (f[f) ]_6 'X5/2 :
880. Niech f(x)=x-¢/x. Podaj wzér na pochodng danego rzedu.
40 8
(4) — . 1" _ _ .
) F0a)= b) )=
4 4. Yx
Moy . "(z) =
C) f (I') - 9 . X2/3 ) d) f (Z‘) 3 '

881. Niech z; bedzie taka liczba, ze punkt (zy, zx) lezy na prostej stycznej w punkcie (k, k%)
do krzywej o réwnaniu y = 2®. Wéwczas:
a) z,=16/11; b) z3=27/13; ¢) z4=128/47; d) 1= 2000/299 .

882. Niech g bedzie funkcja odwrotna do funkcji f: [0, co) — R zdefiniowanej wzorem f(x)=
Vr+1. Podaj warto$é pochodnej.

a) ¢'(5)=8; b) ¢'(10)=18; c) ¢'(65)=128; d) ¢'(101)=200.
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883. Niech
G(p)zlim< n-+p n-+2p n+kp ™m )
n=o\n2+4+n+p n2+n+2p n2+n+kp n2+Tn
Wéwcezas
a) G(1)=24; b) G(2)=12; ¢) G(3)=8; d) G(6)=4

100
884. Niech f(z)=2%%.e¥ . Podaj warto$¢ pochodnej danego rzedu.

a) f033)(0)=1333!/10!; b) f@¥9(0)=2333!/20!;
¢) f9(0) = 33331301 d) 4559 (0) = 43331/40!.
885. Podaj sume szeregu:
26 n
oo (—1)" o0 (_1)26
) 2 e~ /2T b) 2 e T/
25 n
0 _1)71 o (_1 25
c) Z( o6 =—1/27 d) Z( 26)n —1/25

886. Podaj sum@ szeregu:
1
n
1
1 +—
n

1)”
1+ —
n

- (00

b) ff(1+
(
{

887. (dla ambitnych) Podaj kresy zbioru Z(A, B) = {@ :m,neN A 9 A™
n

a) infZ(16, 32)=5/4, sup Z(16, 32) =4/3;
b) infZ(8, 16)=4/3, sup Z(8, 16) =3/2;

c) infZ(64, 128)=7/6, sup Z(64, 128)=6/5;
d) infZ(32,64)=6/5, sup Z(32,64)=5/4.

888. (dla ambitnych) To samo, co w poprzednim zadaniu.

a) infZ(32,128)=17/5, sup Z(32, 128)=3/2;
b) infZ(128,16)=4/7,  sup Z(128,16)=3/5;
c) infZ(128,32)=5/7, sup Z(128,32)=3/4;
d) infZ(8,128)=7/3, supZ(8,128)=5/2.
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