Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Kolokwium nr 3: czwartek 6.11.2025, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-245.

Zadania do oméwienia' na éwiczeniach

w czwartek 23.10.2025, pigtek 24.10.2025, czwartek 30.10.2025 i pigtek 31.10.2025.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

Szacowanie liczb i wyrazen.

Ktoéra z liczb jest wieksza ?

2007 666
2007 2007
131. 123456123458 czy 1234577 132.
oy ( 666 ) oy ( 666 )
2007 666 2007 666
133. (V83-2)" " czy (V83-2) 134. (V79-2)" czy (V79-2)
2007 666 2007 667
135. (V79-3)" czy (V79-3) 136. (V79-3)" czy (V79-3)
17 16 100 150
137. 21000 gy 3700 138. 511 czy 370 139. 30 & o7 140. — oy 17
gl 16333 17667 17666 2007 2007
141. 142. 143.
177 Y g1 33337+ 6666% ° 3333" (666) oy (667)
2007 2008 2007 2007 2007 2008
144. czy 145. czy 146. czZy
666 666 1666 1667 1666 1666
1 1 1
147. czy V3T+6 48. czy 12 49. cz
V3i—6 36 Y V316 Y V9T—10
9 27/8 27 9/4
150. <4) czy <8) 151. logy27 czy log,8 152. log,8 czy log,h
153. log;127 czy log;,999 154. (log,3) -log;7 czy (log,7)-log;3
155. (logy3)-log;5 czy (log;9)-log,425 156. log,3 czy logsh
157. log,7 czy logs;19 158. log,3 czy logs13 159. log;5 czy log;556

Wskazéwka do niektorych pytan:

Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sig, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez te sama

liczbe 16zng od zera.
Podobnie, wartos¢ logarytmu nie zmieni si¢, jezeli podstawe i liczbe logarytmowana

20

160. Ktora liczba jest wieksza: ( — ) czy (7 \/_>2015
20 2015
161. Ktora liczba jest wicksza: ( — ) czy (7 V3 )
2017 2015
162. Ktora liczba jest wicksza: ( — ) czy (7 57)
163. Ktora liczba jest wieksza: (7— vV 77) 2017 (7 77) g

11 10
164. Ktora liczba jest wieksza: 2%’ czy 1000%° 7

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
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a

165. Ktora liczba jest wicksza: a czy 1010 ?
Liczba a = v/2 wystepuje w pierwszym wyrazeniu 16 razy.

166. Ktora liczba jest wieksza: log,b czy logya ?
Przyjmujemy a =log,3 oraz b=log;2.

167. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci rosnace;.

A=10"", B=10"", Cc=10"", D=10""", E=(10)"

2100

1 103 210
F=(100n)"" G=2" g=2" 1=10"", J=2

168. Dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej n udowodni¢ nieréwnosci
2120 2122

n® <2"<n

169. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodni¢ dla niej nieréwnosci

2017 2018
2T < on < p?

170*. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodnié¢ dla niej nieréwnosci

4n < 2" < gn

171. Udowodnié¢ nieréwnosé 1000
2

n" <2
dla wybranej przez siebie liczby naturalnej n > 1.
a2
ﬂﬂﬂﬁl

172. Niech A, =v2" ", gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wykonujemy od
gory. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé A,, < 2.
.ﬂﬂﬂg
ﬂﬁﬁﬂ

V2
173. Niech A,, = \/§ , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wykonujemy od
gory. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ A, < 3.
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174. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C oraz D i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieré6wnosé

C| D
n n

175. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

8 6_ 4
Cg\/n +3nb—n <D
™2 —4n+5

Liczby C'i D musza spelia¢ nier6wnosé D < 6C (wersja tatwiejsza).
Liczby C'i D musza speliaé nierowno$é D <4C (wersja trudniejsza).

176. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

6n't —3n542
Senll—3n5+3
Liczby C'i D musza speliaé nieréwno$é D < 8C' (wersja najltatwiejsza).
Liczby C'i D muszg speliaé nieréwno$é D < 4C' (wersja $rednio trudna).
Liczby C'i D musza speliaé nier6wnosé D < 2C' (wersja najtrudniejsza).

177. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna k oraz liczby wymierne dodatnie C' oraz D, a na-
stepnie udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

CnF < VAR + 14+ VaAn2 + 2+ Van2 +3+Van2 +4+ ... +/16n2 —1+V16n2 < Dn” .

Trudnosé zadania zalezy od uzyskanego przez Ciebie ilorazu D/C":
e Przy D/C > 2 zadanie jest najlatwiejsze.
e Przy D/C < 3/2 zadanie jest najtrudniejsze.

178. Dobra¢ odpowiednie liczby catkowite dodatnie s i t oraz odpowiednia liczbe wymierna
dodatnig C' i udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

V0807 —n?)’
( )
< (\/n8—|—3n7—n4)t s8¢
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Ponizsze zadania oméwic¢ tylko wtedy, gdy zostanie czasu.

W kazdym z ponizszych zadan wpisz w miejscu kropek dwie liczby wystepujace w ciggu 0,
1. 2.5 .10. 100 105 1010 1020 1050 10100 10200 10500 101000 102000 105000 1010000 1020000
150000 19100000 7200000 15500000 ~7(j1000000 114 kolejnych miejscach tak, aby powstaty prawdziwe

nieré6wnosci.
179. <2000
180. . <3200 .
181. . < 210000
182. < 3010000
183. <2< .
184. . <4444 <
185. . <TTITTT <
186. . <2011 < o
187. <2225 <L
188. . <BBBSE <
189. . <33383<
190. <100000 < oo
191. <666l <
192. <50000< o
193. <350000 < .o
194. < (105)! <
195. . < (7+2\/§)500 <
196. < (6+3\/§)500 < .
197. <(or+von) "< L
198. < <1000> <
3
99, ()
4
200. < (10000> <
5
201. < (105> <
100
1010
202. < ( 20 > <
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203. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

<VIn2+40n—vVIn2+16n < 2C'.

204. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C<In3163n2—n<70.

205. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C < Vn®4255n" —n <320 .

206. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatniag C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C 4C
— K \/n4+15n2—n<—
n

n

207. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

O< V25n2+11-5n
h Int+80nZ—n

208. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

<11C'.

p) _
C<\/25n +24 5n<20.
VIn?2+40—-3n

209. Na potrzeby tego zadania liczbe nazwiemy tadna, jesli ma jednocyfrowy licznik i jedno-
cyfrowy mianownik.
Dla odpowiednio dobranych tadnych liczb wymiernych dodatnich C'i D spetiajacych nieréwnosé
D < 3C udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

N 3—1—7 n

It +5—2n2

C<

210. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci

<\/36n—|—28 \/36n+13
V25n+75— \/25n+11

211. Wskazujac odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' oraz liczbe rzeczywista k udowodnic,
ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzag nieréwnosci

v4n—11+43

\40' k
HA0n+1l—1 "

C-n*<

Lista 3 - 16 - Strony 12-23



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Ciagi liczbowe, granica.

W pierwszej kolejnosci nalezy oméwié zadania z wykrzyknikiem.

Dla podanego wyrazenia W (n) dobierz odpowiednie state g oraz C' i udowodnij, ze nieréwnosci
g—C/n<W(n)<g+C/n sa prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

n®+nt+1 Vn Vint+1
212, —————— 213. 214! ——— 215. Vn2+4n—
2n® +n3+5 vn+1 n?+1 nean

n2+4+1 n2+2+n2—|—3+m+n2+n

Dla podanego wyrazenia W (n,k) dobierz odpowiednia wartos¢ parametru k i odpowiednie
state dodatnie g oraz C' i udowodnij, ze nieréwnosci g —C'/n < W (n,k) < g+C/n sa prawdziwe
dla kazdej liczby naturalnej n.

k 1 6 5
o1y YL 218! °"+1” 219! \/n® +nk —nt 220! Vi +1nd —n?—kn

nb+ns nk+
221! Ciag o wyrazach catkowitych jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ....................

k

222! Dla ktérych liczb naturalnych k > 2 ze zbieznosci ciggu (an) wynika zbieznosé ciagu (a,) 7

223! Oblicz granice
. Vnb+nd+1—-n?
im )
=50 /nb £ nb 1 —n?

224. Oblicz granice

225. Oblicz granice

226. Oblicz granice

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.
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227! Wskaz liczbe naturalng k, dla ktérej granica

CoA/nA oo +1-n"
lim

n—00 nk

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

228. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktérej granica

lim (nk : (\/nGTJrl— n333))

n—oo

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

229. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk (\%”LSTH—TLZZQ))

n—oo

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

230! Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

) 3
lim <\/ n666 L nk n222)
n—oo

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

231! Oblicz granice

lim (\/ nt+6n3—n?— 3n) )

n—oo

232! Oblicz granice

45T
) n24 +n11 _ n6
lim -
n—oo
(, /A il —n12)

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Lista 3 - 18 - Strony 12-23



Jarostaw Wroblewski

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

233! Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej podana granica istnieje i jest dodatnig liczba
rzeczywista. Podaj wartos¢ granicy dla tej wartosci parametru k. Jezeli odpowiedz jest liczba
wymierng, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby catkowite;j.

a) lim (nk (Z)) RO dla k= oo
b) lim (nk (n+4)) VYT Al k=
n—oo n
2
c) lim (nk ( f)) U Ald K= oot
2 2
d) T}Lrgo(nk-( n; )) TR dla k= oo
2 202
e) ,}Lrgo<n’“-< n+60 O)) S ETTT OO dla k= oiieiii,
f) lim (nk (@)) TN dla k= oo
(2n
g) gggo(nk-( ; )>: ........................... dla K=o
h) lim (nk (%))) TR dla k= oo
2n
i) gggo(n’f((;))): ........................... dla k= .o
) Jim (nk ((g)» TR dla = i
2n
k) lim (nk ((51))) R EETTTTROOTRTIRUTRIS dla E= .o
2n
) lim (n’“ <(§>>) VTR dla k= oo
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234! Ciag (a,) spelia warunek

v  |a,—100]<10.

n>1000
Czy stad wynika, ze

a) ciag (a,) jest zbiezny,

b) ciag (a,) jest rozbiezny,

c¢) kazdy wyraz ciagu (a,,) jest dodatni,

d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,

£) ages < TTTTTTT,

g) ain > 88,

h) Vv Ja,—100/<1,
n>1729

i) Vv |a,—100]<17,
n>345

VY lan—99] <13,
n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,

) 3 Jan,—95| <37,
n>444

m) 3 |a,—80]<37,
n>1444

n) 3 |a,—95|<37,
n<444
0) 3 |a,—80| <37,

n<4444

p)V 3 an>0,

) VvV |a,—66]>12,
n>1331

I‘) A Y |an - am| <7 5
m>1234 n>5678

S v YV an—an| <17,
m>1234 n>5678

t) Vv Y lap—an| <27,

m>123 n>45678

u) v YV an—an| <37,

m>1234 n>5678

v 3 an—am| <3,

m<123 n<d56

w vV o an+am| <210,

m>12345 n>67890

x) Vv Vo |anFan] <222,
m>1206 n>7776

Y) \ N |an+am|>1281
m>1024 n>8192

z) 3 a,<92,

z) 3 a, >91,

2) 3 3 |an _ aml < 10—1000000 )
m n#m

235! Dany jest taki ciag (a,), ze

v YV o|a,—T7<e.

e>0  n>5/e

Podaj granice ciagu (a).
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Wskaz taka liczbe M, ze Vla,| < M.

Wskaz taka liczbe N, ze V a, > 6.
n>N

Wskaz taka liczbe N, ze VYV a, <7,01.
n>N

Wskaz taka liczbe N, ze V |a, —8|>1/3.
n>N

236! Dany jest taki ciag (b,), ze
v Vo b2l <e.

e>0 n>10/e
Podaj granice ciagu (b,,).
Wskaz taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wskaz taka liczbe N, ze nv b, <O0.

n>N

Wskaz taka liczbe N, ze V b, > —3.
n>N

Wskaz taka liczbe N, ze V |b, —2|>1/10.
n>N

237! Ciag (a,) spelnia warunek

Czy stad wynika, ze
237.1 ciag (a,) jest ZDIeZIY ... ... .
237.2 ciag (a,) jest TOZDIEZILY ... ... .
237.3 ciag (a,) JeSt OZraniCZOIY ... ...\ttt e
237.4 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie .......... ... . .
237.5 wszystkie wyrazy ciagu (a,) S8 NIEWJEIMNE .. ...ttt
237.6 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie ................ ... .....
237.7 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne ......................
237.8 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw dodatnich ......................
237.9 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw nieujemnych ...................
237.10 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz dodatni ..........................
237.11 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz nieujemny ........................
23702 W 0 >0 oo

23703 W 30 oo
23704 TV @y >0 oo

23705 TV @0 oo
23706 ¥ T @y >0 oo
23707 VT @y 0 oo

23708 Ty >0 oo
23709 T a0 30 oo
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238. W kazdym? z zadan 238.1-238.11 podaj granice (lub granicg niewtasciwa) ciagu. Liczby
wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

1+2+4+84...+2F 4. +64"
238.1. lim e PP
n=too L+ 4416+ 64+... 45 1.+ 64

238.9 lim 14+44164+64+...+4F+ .. +647
N BN CEW WD Wiy KRR PP PRI TEEEEEPPPPPPPPPPIRETERRRPE

, 14244+8+...+2F+ .. +64
238.3. lim U
n—+oo ]l +8+64+512+...+ 8+ ... +64"

. 148+4644512+...+8F ... +64"
238.4. lim U
n—+oo 1464 +4096+...+64% ...+ 64"

o 144416464+ +4F+ .. 464"
238.5. lim ST
n—+oo 1 +64+4096+ ... +64% + ...+ 64"

. 14349427+ +3F4+... 497
238.6. lim R
n—tool4+9+814729+...+9F+...+9"

. 1454254125+ +5F+...+25"
238.7. lim e
notho 1+25+ 625+ ...+ 25F+ ..+ 257

14349427+ 3+ 2T
238.8. lim e
it 14+ 2747294 ..+ 2Th + .. 427"

_ 1454+254+125+...+5%+ ... + 125
238.9. lim U
n—+o0 14125+ 15625+ ...+ 125F 4 ...+ 1257

14244 2k 16"
238.10. lim o orSEe 2 b IO
ntoo T 164256+ ...+ 168 1.+ 167

1 2 kg .. 1
238.11. lim +3+9427+. 43+, 48 RPN
n—+oo 1 4+814+6561+...+81F ...+ 81"

PRAWDA CZY FALSZ?

239! Jezeli ciagi (ay,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.

240! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (by,) rozbiezny, to ciag (a,+0b,) jest rozbiezny.

241! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

242! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

243! Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba do-
datnig.

244! Jezeli wiréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne, to ciag
(ay) jest rozbiezny.

245! Jezeli wérdéd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak i wieksze
od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.

2Nie ma sensu rozwigzywaé¢ wszystkich 11 zadaf, jesli w ktérymé momencie uznasz, ze juz umiesz rozwigzywaé
tego typu zadania.
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Obliczanie granic ciggéw — podstawowe fakty.
1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, +b,) jest zbiezny i

nlirgo(an%—bn) :nlirgoan%—nlinolobn )

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i

lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, .
n—oo n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i

lim (a,b,) = JLI&G”JLI&()” )
5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz nlinolobn #0, to ciag (7*) jest
zbiezny i

o Jma
lim — =% )
n—ood,  lim b,

n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE WIELU
POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym dla kazdego n zachodzi nieréwnosé
a, <b, (odpowiednio a, > b,), to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim £ =0

n—oo 1

lima=a
n—oo

lim a” =0 dla |a| < 1

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

lim ¥/n=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€ N

lim ¥a, = ¥/ lim a,, .
n—oo n n—oo n

Dla nieparzystych k warunek a,, 0 mozna pomina¢.
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