Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Kolokwium nr 4: czwartek 20.11.2025, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-359.

Zadania do oméwienia' na éwiczeniach
w czwartek 6.11.2025, pigtek 7.11.2025 i czwartek 13.11.2025.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!
W pierwszej kolejnosci nalezy oméwié zadania z wykrzyknikiem.

Twierdzenie o trzech ciggach.

246. Obliczy¢ granice

, n,.m o om o M n N

1m ) oo .
n—oo\n3 341 nd4+2 n343 n3+4 P45 nd+6 (n+1)3
247. Obliczy¢ granice

_ 5n° 41 5n® 42 5n°+3 5n® 44 5n® +4n?
V18nBB4+1  /18nB4+2  /18n8+3  /18n18+4 V18n18 +4n4

n—oo

248! Obliczy¢ granice

, Vid+l VP2 Vnd+3 nd+k (n+1)?
lim + + +...+ T == I
VAT —1  V/4A9nT+1  /49n7—1 J49nT 4 (—1)* V497 —1

n—oo

249. Obliczy¢ granice

" n? N n?41 N n?+42 N n?+43 N n?4+4 N
1m
VST 1)1 (24241 (2431 (244 41
n*+k (n+3)?
ot —— P ——— | .
V(n?+k) +1 \(n+3)6+1

250. Obliczy¢ granice
Vn? n2+2 n?+4 n?+6
T 2 + 2 + 2
\/(n2—|—n) \/(n2—|—n) +n? \/(n2+n) +2n? \/(n2+n) +3n?

ViRt Jn+4)2—4 N Jn+ap—2 N \/m)

\/(n2 +n)? 4 kn? \/(712 +3n)% —2n? \/(n2 +3n)” —n? \/(n2 +3n)?

lim

n—oo

251! Obliczy¢ granice

1 1 1 1
lim + + + +...
”ﬂw<\/n4+n3—n2 vni4nd+1-—n?2  Vnt4nd+2-—n? Vni4nd343-—n?

1
+ +...
vVni+n3+k—n?

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
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1 1 1
s + + .
Vni+ndi4+n—2-—n2 ni+nd4+n—1-—n2 \/n4+n3—|—n—n2>
252! Obliczy¢ granice
2+ YA Y8+ Y+ 124+ V2 16+ Un2 420+ ...+ {(n+2)?
1m .
"m0 U2 Y2134+ Y64+ Y29+ /2 124+ Un? F 154 4 J(n+3)?

253! Obliczy¢ granice
Vk-nb+1 Vk-nb+2 VEk-nbF+3 VEk-nk+4  VE-nF+5 Vk-nF4n3
< n’+1 n’+4 n’+9 n’+16 n’+25 et n’+nb )
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

lim

n—oo

254! Obliczy¢ granice
, ( n?+1 nP+8 n? + k3 n? +8n!s )
m

li + +ot 7Vt t
n=o0 \ /900n90 +1 /9001990 + 32 V900190 + E5 V9001900 4 320,30

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.

255. Obliczy¢ granice
(%-nkﬂ N %-nk+2+ %/k;-nk+3+ Vk-nk+4 N \3/k-n"7—|—n4>

lim

n—o0

+...
ni3+1 ni3+4 nB4+9 n3+16 nt3+ns

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

256. Obliczy¢ granice
. (x/k-nkﬂ Vb +2  VEnF+3  VE-nkF+4 \/k;-n’“—i—n5>

n13+1 n13+2 n13+3 n13+4 n13+n5

n—oo

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.

257! Obliczy¢ granice

n? nt+1 nt+2 n*+3 nt+4 (n+1)*
(7”L"€—i-n4 N nfF+nt+1 nF4+nt+2 nF4nt43  nF4nt+4d T nF4(n+ 1)4>
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.

lim

n—oo

258! Obliczy¢ warto$¢ granicy

_ n? vVnP+k
LD D SwE)

dobierajac tak warto$¢ parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.
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259! a) Dobraé takie liczby catkowite A >01 B > 1, aby zadanie b) mialo sens.
b) Obliczy¢ granice ciggu

( V& JaTT3 VIS VD
(

lim

=\ (n+1)>  (n+1)°4+2 (n+1°+4 (n+1)°+

VinZ 13k V(n A2 -6 ¢m+Av ¢m+AV>
g+t T+ T+ 2
(n+1)"+2k (n+B)"—4 (n+B)"—2 (n+B)

dla A i B dobranych w zadaniu a).

260. Obliczy¢ granice

( v%5_+ Vn2+5 N Vn2+10 N Vn2+15 N Vn?+20
(n+3)*  (n+3)°+2 (n+3)°+4 (n+3)°+6 (n+3)°+8

V2T 5k VA2 =15\ J(n+AR-10 \J(n+A)2—5 \/(n+A)?
(n+3)2+2k+m+ (n+B)*—6 " (n+B)*—4 * (n+B)* -2 * (n+B)®

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 3, aby zadanie miato sens.

lim

n—oo

261! Obliczy¢ granice

vn? Vn?+3 Vn?+6 Vn?+9 Vn?+12
((n+B)2+(n+B)2+1+(n+B)2+2+(n+B)2 +(n+B)2 -
ViZESE +\/(n+A 9+\/n+A 6+\/n+A2 3 \/n—i-A)

lim

n—oo

Btk T T ma6P -8 | mt6P—2  (nt6—1  (n16]

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.
262! Obliczy¢ granice

. n?+5 n?+10 n?+15
lim

2

n
+ + + +
"Hm(n2~,/(n+A)2 n?\/(n+A)2+2 n?-\/(n+A)2+4 n?/(n+A)?+6

n2+ 5k . (n+10)2—10 (n+10°~5 (04100 )

n?-\/(n+A)2+2k m+n2-1/(n+B)2—4+n2-\/(n+B)2—2 n?-\/(n+ B)?

dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie miato sens.

263. Obliczy¢ granice

. (\/ﬁ VnZ+5 Vn2+10 VnZ2+15 VnZ+20
1m

(n+1)° (n+1°+3 (n+1)°+6 (n+1)°+9 (n+1)>+12

/Z L5 L V(A2 —15 ) \/(n+A)2—10+ \/(n—l—A)2—5+ \/(n+A)2)

n—oo

(n+1)*+3k " (n+B)?*-9 (n+B)Y?=6  (n+B)’-3  (n+B)’
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 1, aby zadanie miato sens.
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264. Obliczy¢ granice

(n+2)°  n+2°+1 (n+2)742 (n+2)°+3 (n+2)°+4
ViIPE ok +\/(n+A)2—6+\/(n+A)2—4+\/(n+A)2—2+\/(n+A)2
(n+2°+k ~ (n+B*-3 (n+B)’-2  (n+B)’-1  (n+B)’

lim
n—oo

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 2, aby zadanie miato sens.

265. Obliczy¢ granice
hm( Vn? N Vn2+7 N Vn?+14 N Vn?+21 N Vn?+28
=0\ (n+ AP (n+A)P+1 (n+A)°+2 (n+A°+3 (n+A)7>+4
VIR Jo+72=21 72— (72 =7 \/(n+7)2
e .ttt 2 + 2 + 2 + 2
(n+A)"+k (n+B) -3 (n+B)"—2 (n+B)"—1  (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie miato sens.

266! Obliczy¢ warto$¢ granicy

I n n n+1 n n+2 n n+3 - In

im b —Y—.
n—oo\\/ni4n  Vni4n+1l Vni4n+2 Vni+n+3 vVnt+9n

267! Obliczy¢ warto$¢ granicy
4n n 4n—+3 i dn+6 n dn+9 n dn+12
VAnd+4n  VAnA+4n+3  VAni4+4n+6  VAnA+4n+9  VAnt+4n+12
13n—9 13n—6 13n—3 13n
L+ + + +
VAnA+13n—9 V4Ani+13n—6 V4nt+13n—3  V4n*+13n

lim

n—oo

268! Obliczy¢ warto$¢ granicy
( 3n 3n—1 .9 3n—2 .4 3n—3 .8 9. 2n—2 3. 2n—1 on )

I
M \3 1 32 T 3iaa 3ngs 3o (gl 3ugon

n—oo

269! Obliczy¢ granice
r on N 2n—1 .3 N 2n—2 . 32 - 2n—k . 3k - 3n
n—oo \/9n+5n \/9n+5n—17 \/9n+5n—2_72 . /9n+5n7k7k /On 471

270! Obliczy¢ granice

fim ((n—l—l)2 (n+2)?  (n+3)? (n+k)2+ (2n—1)? (2n)? )
n=oo\\/nb+1  VnS+2 nS+3 T VnS+k T VnS4+n—1 Vnbin)
n-(n+1)-(2n+1)

Wskazéwka-przypomnienie: 12+4+2*+3% 4 ... +n? = 6 :
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271! Obliczy¢ warto$¢ granicy

O ) O I O I O (") (+)

nﬂoo(\/4n+1 VAE3 A9 a2t T A g \/4n+3n)-

272! Obliczy¢ granice ciggu zaczynajacego sie od wyrazu o indeksie 7:
o (0 e O O ) 0
n=oo \ \/pE+ 7 VnkF4+8  VnF+9  VnF+10  ViF+n—1 VnfF+n

dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru &, aby granica ta byta liczba rzeczywista dodatnig.

Rozumienie i analizowanie wybranych napisé6w matematycznych.

Zapisz podany zbior uzywajac przedziatow, zbioru liczb wymiernych oraz dziatan na zbiorach.
N={1,2,3,...} jest zbiorem liczb naturalnych.

273. {2”: e (-2,1]} 274. {2*: we(-2,1]}
275. {x2—|—y3 s xy € (=2, 1]} 276. {x3+y4 cxy € (=2, 1]}
277. {zy : zye(—2,1]} 278. {a:y2 czye (=2, 1]}
279. { (x—5)2: z€(2, 7]} 280. {\3/(:1:—5)3 2 e (2, 7]}
281. {m :mneN A m2>2n2} 282. {m :mneN A m2>4n2}
n n
m 3 3 m 3 3
283. {:m,neN/\m<5n} 284. {:m,nEN/\m <8n}
n n
m 2 2 2 m 3 3 3
285. {:m,nGN/\8n <m <9n} 286. {:m,nEN/\Sn <m <9n}
n n
m m
287. { :mneN A 3”<2m<4n} 288. { :mmneN A 8”<4m<9”}
n n

Kresy zbioréow.

W kazdym? z ponizszych zadan podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne musza by¢
podane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru oraz okresl, czy kresy
naleza do zbioru.

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo = o0.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1
n? —60
1
n?—"70
291. Z = {v/25n+24n—bn: ne N}

2Nie ma sensu rozwiazywaé¢ wszystkich zadan, mozesz pominaé zadania podobne do wczesniejszych.

289.Z:{ :nGN}

290.Z:{ :nGN}
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292. 7 ={\/25n2 —24n—"5n: neN}

293. 7 ={/25n2 +24n+v25n2 —24n—10n: ne N}

294, 7 = :m,neN A 16n2<9m2<25n2}

295. 7 = :m,neN A 16n2<2m2<32n2}
296. 7 = :m,neN A 3n2<m2<4n2}
297. 7 = :m,nEN/\4m2<n2<5m2}
298. 7 = :m,nEN/\3"<2m<4”}
299. 7 = :m,nEN/\4m<2"<5m}
300. Z={™ mneN A 9 <3m2<27”2}
301. Z={" mneN A 16”2<2m2<32n2}
:mneN A 16”2<9m2<25"2}
303. Z = :m,nEN/\4"-nm<mm<27n-nm}
304. Z = ‘mneN A 2. Cmm L 38 pm
305. Z =

cmneN A 280 pm m™m L 2160 pym

306. Z =

313 313 3% 313 33 3|2 313 33 3|83 313 313 313 33

cmneN A 20 pm Cimm L 38y
3 2

5) :nGN}

3 3

5) :nGN}

) :nEN}

307. Z =

SRS

308. Z =

| S

S|~ 3|~

309. Z =

310. Z =

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
302. 7—{
{
{
{
{
{
{
{
{

P U

Lista 4 -29 - Strony 24-34



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

2

1 n“+n
311.Z={(—> :nEN}
n

1
312. 7 = :neN
{n2—40n+370 ne
1
313. Z = : N}
{n2—40n+390 "e
1
314. 7= : N}
{n2—40n+410 ne
1
315. 7 = :neN
{n2—40n+430 "
316. Z:{m: mneN A 25n2<m2<27n2}
n
m 3 3 3
317. Z:{: m,neN A 25n°<m”<2Tn }
n
m
318. Z:{: mneN A 16"<8m<27”}
n
m
319. Z:{: m,neN A 16"<9m<27"}
n
320. Z:{(z—\@)”:neN}
321. Z={(2-V5)": neN}
50
322. 7 = :n€{0,1,2,3,...,49,50}
n
50 .
323. 7 = (=1)": ne{0,1,2,3,...,49,50}
n
324. Z={Va?+2+1: z€(-5,2)}
325. Z={Va?+20+1: € (-5,2)}
326. Z:{m: m,n €N A 53-n15<m15<35-nl5}
n
327. Z:{m: m,neN A 52-n10<m10<25~n10}
n
m 2.6 6 93,6
328. Z:{:m,nEN A 32nb <mb<2 n}
n
329. Z:{m: mneN A 4"2<2m2<8m”}
n
m 2 2
330. Z:{:m,neN A 16" < 2™ <4m"}
n
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331.

332.

333.

334.

335.

336.

337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

Lista /

Z:{m: mmneN A 81"2<3m2<11m”}
n
{ cmneN A 8"2<2m2<5m"}
{ cmneN A 32”2<2m2<3m”}
m2
Z:{:m,neNA8n3<m3<27n3}

2
—:mneN A 25n4<m4<49n4}

2,
Z:{m:m,neN/\ 318 T.nm<m
n

Z ={log,8: x €[2,+00)}

Z ={log,32: x€(0,1/2]}

1
2~{ =g ne N}

:neN

e et

Z:{;firneN}
{ |
{

nopef(_11
Z:{x .:BE( 2,5>/\n€N}

Z ={log,(2n—1) —logyn: n € N}

B (logy(n?+1)) -logs(n?+4) '
Z{(m%0ﬁ+®>«%aw+4>'"€N
Z:{Sr’l—llln m,nEN}

mn
Z={ g el
- 31 -
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m L 2211-n . nm}
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349. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) speliajacych warunek
1
Vo |a,—1]<—.
neN n
W kazdym z zadan 349.1-349.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

349.2. if{ar: (@n) €T} oo
349.3. sup{as: (a,) €T b= o i
349.4. inf{as: (@n) €T} oo
349.5. sup{as—ag: (a,) €T = o oo
349.6. inf{as—as: (an) ETI= oo
349.7. sup{as—ags: (a,) €T = oo
349.8. inf{as—as: (an) €T = oo
349.9. sup{astas+as: (an) €T = .

349.10. inflas+as+as: (a,) €T = . o

350. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) speliajacych warunek

1
YV la,—— | < —.
neN n n

W kazdym z zadan 350.1-350.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

350.2. if{a1: (@n) ETI= o
350.3. SUP{an: (@n) E T} oo
350.4. inf{as: (@n) €T} oo
350.5. SUP{ar— 57 (@) ETFm oot
350.6. inf{as—as: (an) ETI= oo
350.7. SUP{as— 67 (An) ETFm oot
350.8. inf{as—ag: (@n) ETI= © vt

350.9. sup{astas+as: (an) €T = . o
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351. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw zbieznych (a,) speliajacych warunek
v Jan—6]< "L
neN n

W kazdym z zadan 351.1-351.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

351.1. sup{ar: (an) €T = oo
351.2. inf{ar: (a,) € = oo
351.3. sup{as: (an) €T = oot
351.4. inf{as: (a,) € = oo
351.5. sup{ai1—ag: (a,) €T = o
351.6. inf{a;—as: (an) €T = o i

351.7. sup {nh—%loa” : (ay) € T} e

351.8. inf{ lim a,: (a,) € T} e P

n—oo

351.9. sup { lim (a,—ay): (a,) € T} R

n—oo

351.10. inf {Jg&(an —ay): (a,) € T} e T
352. W kazdym z zadan 352.1-352.6 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne
musza by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru.
Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ rowny —oo albo +o0o = oc.

Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagow (a,,) spelniajacych warunek

1
— < —.
n\EV/N‘an ansi] <
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353. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

mn
L= ——": .
{4m2+9n2 m,nEN}

354. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

kmn
Z = ik .
{8k3+27m3+125n3 ’m’"EN}

355. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2—|—5n+3—n: nEN}.

356. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+5n—|—10—n: nEN}.

357. Wyznaczy¢ (wraz z uzasadnieniem) kresy zbioru

1
{5m_3n : m,nEN}.

358. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{1: m,neN}.

m?2—3n?

359. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{1‘ m,nEN}.

m2—"Tn2’
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