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246. Obliczy¢ granice

’ (n n n n n n n n n n n n n - n )
im | — .
n—=oo\nd 34+l nd42 n343 w44 P45 nd+6 (n+1)3

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujacag pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona 3n?+3n+ 2
sktadnikow.
Zachodza wéwczas oszacowania od gory

by < (307 +3n+2)- — =c,

oraz od dotu

2 n__
by > (3n°+3n+2)- CES s

Poniewaz dla dowolnego n zachodzg nieréwnosci
ap <by < cp

a ponadto
3n?+3n+2 3 2
lim ¢, = lim %: lim (3++2> =3
n—oo n—oo n n—oo n n
oraz
. _ (3n®+3n+2)-n . 343 +n2_3
(1+3)

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =3.
n—oo

247. Obliczy¢ granice
) 5n° +1 5n’ +2 5n°+3 5n’ +4 5n’ +4nt
oo <\/18n18+1 BT RV T AV o S m)
Rozwigzanie:

Dana pod znakiem granicy suma ma 4n* sktadnikéw i zapisuje sie wzorem
b, — 42714 5n°+k .
o V18 +k

Szacowanie od gory daje

il Bnd 4k ©l 5n®+4nt Ant(5n°+4nt)

D TP SR R W R R
Szacujac od dotu otrzymujemy

42”: 5n°+k >42"§ 5n°+0 4n*-5nd —a,

VISnB+k /I8Pt Ant  /I8n® +dnt
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nieréwnosci
an < b, <cp,
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a ponadto
’ i 20n° I 20 20 10v2
im a, = lim ———— = lim = =
n—00 =00\ /18n18 +-4nt 0 \/18+4n~1 /18 3
oraz

, . 4n*-(5n®44n*) . 4-(5+4n7Y) 20 10V2
nh_}ngo ¢, = lim = lim

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

102
—

lim b, =

n—oo

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna

102
=

248! Obliczy¢ granice

, vni+1 vnd+2 vnd+3 nd+k (n+1)3

lim + + +...+ +oot .
VAT —1  V49nT+1 V497 —1 VA9 + (—1)F VA4InT—1

Rozwigzanie:

n—oo

Zauwazamy, ze ostatni sktadnik danej w zadaniu sumy mozna zapisa¢ jako
Vn3+3n2+3n+1
VAT -1
skad wynika, ze ma ona 3n?+3n+1 skladnikéw.
Oznaczymy sume wystepujaca w tresci zadania przez b, i oszacujemy ja od gory przez wspoélne
oszacowanie sktadnikéw (liczniki od gory, mianowniki od dotu) przemnozone przez liczbe sktadni-
kow. Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez c¢,.

(n4+1)3
V49" —1
Postepujac analogicznie oszacujemy dana sume od dotu przez wspolne oszacowanie sktadnikéw
(liczniki od dotu, mianowniki od géry) przemnozone przez liczbe sktadnikéw. Oznaczymy uzyskane
oszacowanie przez a,.

by < (3n°+3n+1)- =cp.

bn>(3n2+3n+1)-ﬁ:an.

VA49n" 41

Obliczajac granice ciagdéw (a,) i (¢,) otrzymujemy:

3 -3
: o 2 nf+1 oy V1+n3 3
dim a = lim (30" 4+3n+1)- e = lim (343n"" +n >‘W‘?
oraz
n+1)3 1+n-1)° 3
lim ¢, = lim (3n2+3n+1)-\/i9%: lim (3+3n1+n2>.(49+n)7:7
n—oo n—oo n' — n—oo —n-

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

a, <b,<c,,
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a ponadto

lim ¢, =

n—oo

oraz

NI gl w

lim a,, =
n—oo n

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

3
lim b, =—.
im -

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 3/7.

249. Obliczy¢ granice

’ ( n? N n?+1 N n?+2 N n’+3 n?+4 N
1m
VRS EL (241241 (2428 +1 (243 +1 (2 +4)° +1
n?+k (n+3)?
ot .
V(n24+k)"+1 V(n+3)6+1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+3)% —n?+1=6n+ 10 wyrazéw. Szacujemy ja obu-

stronnie: 6 +9 ) )
n k 3
nt < (6n+ 10).@

NCrEEh = (n2+k)*+1 Vnf+1’

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(6n+10)-

2 10 1
s NV AN FIFICE

n n

—6

oraz

2

(n+3)? (6+10> (1+2) ;

p— —_— [ ———— H .
nb+1 n) 1+

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia

jest réwna 6.

(6n+10)-

250. Obliczy¢ granice
lim ( Vn? n?+2 n?+4 n’+6
e \/(n2+n)2 \/(n2+n)2+n2 \/(n2+n)2+2n2 \/(n2+n)2+3n2
Vn2+2k n V(n+4)2 V(n+4)2 V(n+4)2 )
\/(n2+n)2+k‘n2 \/(n2—|—3n) —2n? \/(n2+3n) —n? \/(n2+3n)

Rozwigzanie:
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Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jin+4)? Va1 8n+16 Vn?+2-(4n+8) ~/n2+2-(4n+38)
\/(n2+3n)2 VnA+6n3+9n2  /nt+2n3 +n2+4n3 +8n?2 \/(n2+n)2+n2-(4n+8)7

cata suma przybiera postac

wis IOk
k=0 \/(n2 +n)? 4 kn?

i w konsekwencji ma 4n+9 sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie mnozac liczbe sktadnikéw przez

utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikéw i mianownikow:

N wis Tiok (n+4)?
= < 5 < (4n+9)- ——,
(n?+3n) k=0 \/(n2 +n)”+kn? (n?+n)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gornego przy n — +00.
Otrzymujemy

(4n+9)-

vn?2  (4n+9)n 442

2 2.3 1 §_>4
(n%+3n) n<+on +=

(4n+9)-

oraz
(n+4)?  (4n+9)-(n+4)  (4+1) (1+5
(4n+9)- o = En :< 1)+(1 >_>4_

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest rowna 4.

251! Obliczy¢ granice
1 1 1 1

lim + + + +...
n—00 (vn4+n3—n2 vni4nd+1—n? Vnt4nd+2—-n?2 Vnt4n3+3—n?
1
+ —+...
vVnt4nd+k—n?

1 1 1
ot + + .
vni+nd+n—2-—n2  ni4nd+n—1-n? \/n4+n3—|—n—n2>

Rozwigzanie:

Przeksztalcamy i szacujemy wyrazenie pod znakiem granicy (uwzgledniajac, ze jest to suma zto-
zona z n+ 1 sktadnikéw), a nastepnie przechodzimy z n do +00 w oszacowaniach dolnym i goérnym:

z": 1 _zn: \/m+n2_§:\/m+n2
S Vit ndi+k—n2 [ nt+nd+k-nt o n3+k ’

" /nd4n3 4+ k+n? nt+0+0+n?

3 >(n+1)- — 2,

=0 n3+k n3+n

n 4 3 2 4 3 2

5 n —H; +k+n <(n—|—1)-\/n +n’+n+n Y

=0 nd+k n3+0

Poniewaz oszacowania dolne i gorne daza do wspoélnej granicy réwnej 2, na mocy twierdzenia
o trzech ciaggach dana w zadaniu granica istnieje i ma wartos¢ 2.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 2.
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252! Obliczy¢ granice

U2+ V2t a+ 218+ Vn2+ 12+ Vn2+ 16+ Vn2+20+. ..

lim

"= 2 Y234 6+ Y219+ Yt r 124+ Yn? 154+

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez b, wyrazenie znajdujace sie¢ pod znakiem granicy.
Suma w liczniku tego wyrazenia zapisuje si¢ wzorem

n+1 3
> Vn?+4k,
k=0
ma wiec n+ 2 sktadniki. Gérny zakres sumowania ustaliliémy z rownosci

n?+4k=n+2)2=n*+4n+4=n*+4(n+1)

otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Podobnie, suma w mianowniku wyrazenia b, zapisuje si¢ wzorem
2n+3

S
ma wiec 2n+4 sktadniki. Gérny zakres sumowania ustaliliSmy z réwnosci
n’*+3k=(n+3)*=n*+6n+9=n>+3(2n+3)
otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Szacowanie od gory daje
(n+2)-J(n+2)2  J(n+2)?
(2n+4)- W 2./n?

Szacujac od dotu otrzymujemy

=cp.

(n+2)- Vn? Vn? B
(2n+4)- J(n+3) "o 7/ (n+3)?
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nieréwnosci

angbngcna

a ponadto
3/—n2
lim a, = lim —— = hm —
oraz

lim ¢, = lim +———— n+2 T —

n—oo n—oo 2 A / TL—’OO

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
) 1
A0 =5
Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna 1/2.
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253! Obliczy¢ granice

NEAEET VEF+2 VEF43 VEenFed | VEF+5 Vk-nk+n?
"—“’0\ n’+1 n’+4 n7+9 n7+16 n’4+25 n7+4nd

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:

3. VEk-n*+0 Vk-nF+1 Vk-nkF+2 Vk-nk+4n3 5 Vk-nkF+n3
< + +o+ <t YT T
n’ +nd n’+1 n’+4 CnT4nb n’+0

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbrnego.

\/k: nk4+0 Vk-nk \/E.nm V- k24 -
=
n’+nb n4—|—n3 n44n3 l_i_% 7

oile k/2—4=0, czyli k=S8.

n?"\/k'nk—i_n?):\/k 2 4+ VR
7
oile k/2—4=0, czyli k=8.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=8 granica danego w zadaniu
wyrazenia jest réwna /8 =2v/2.

)

254! Obliczy¢ granice
. ( nP+1 N nP+8 I nP + k3 - nP +8n'® )
im et Y——t...
1=\ /900n%0 +1 /9001990 + 32 /9001200 4 k5 V9001990 4 327,30

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma 2n° sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie:
6. n?+0 <22"§ n? + k? < onb. nP +8n'® _ n6.np+8n18
V000n90 + 32030 = \/900n90 + k5 V900190 +0 30n40 7

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego.
6 n? 40 2npTo onp—add 2-1 2 1

/90070 1 3208 /90000 1 320% /90043200 /90010 30 15
oile p—444=0, czyli p=444.
ot nP 4 8n!s 2np+6+16n24 _ 2P~ 11607426 2.140 2 1
300450 30nA0 30 T30 T30 15
oile p—444=0, czyli p=444.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla p=444 dana w zadaniu granica
jest réwna 1/15.
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255. Obliczy¢ granice
Jk-nF+1 Jk-nF+2 Jk-nF+3 \?’/k;-n’“—f—4+ Vk-nkF+nt
ni3+1 nl34+4 nt3 49 n3+16 nl3 +ns

lim

n—oo
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n* wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:

VE-nb+0 VE-nF+1 VEk-nF+2 k- nF4nt kP nt

4 4

n - < + +oF <N
n13 +n8 n13+1 n13+4 n13+n8 n13+0

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +0o0.

” \zg/k-nk—i-()_é/hnk_%-nk/3_%.nk/379_>\3/%
n¥4+nd  pd4+nt n4nt 1+% :
oile k/3—9=0, czyli k=2T7.
Sk Lt L.nkLns
n4_\/k: nf+nt Vk-nk+n :\?/k'nk—27+1_>€’/%
nls n? n23 )

Y

oile k—27=0, czyli k=27.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=27 granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 3.

256. Obliczy¢ granice

Vk-nk+1 VEk-n*+2 VEk-n*+3 VEk-nkF+4 VEk-nk+nd
n13_|_1 n13+2 n13+3 n13+4 n13+n5

lim

n—oo

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:
s Vk-n*+0 o Vk-nk+1  VEk-nk+2 Vk-nk4nb < 5 Vk-nk4nb
n’- < it ————— < o ———
nl3 + no nl3 +1 ni3 +2 ni3 + no ni3 +0
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
s Vk-nF+0 VEk-nk  Vk-n*?  \Jk.nk/2-8
mn - = = =
nB+n®  nd+1  nd+l 1+ %
oile k/2—8=0, czyli k= 16.
k15 k15
5. Vk 17; +n _ VEk-nkF+n _\/k,nk_w_,_l_w/E?
n +0 TLS nll
oile k—16=0, czyli k=16.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=16 granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

I

vk,
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257! Obliczy¢ granice
i < nt nt+1 nt+2 n*+3 n*+4 (n+1)* )
im

n—oo

nk+n4+nk+n4+1+nk+n4+2+nk+n4+3+n’f+n4+4+m nk+(n+1)*

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n*+1=4n3+6n*+4n+2 skladnikéw. Szacujemy
ja od gory przez iloczyn liczby sktadnikéw i wspoélnego gornego oszacowania sktadnikow:
nt nt+1 n*+2 (n+1)* (n+1)*
< (4P 602 +4n+2) -
P S Y G R ey W n*+(n+1)4 (4 6+ dn +2) n*+0
i analogicznie od dotu:
n* nt+1 (n+1)* , nt
> (4P 4An+2) .
Wt bty nk+(n+1)4/( 60" +-4n+2) nF+(n+1)4
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan gornego i dolnego.

(An®+6n%+4n+2)-(n+1)*  (4+6n'+4n2+42n73)- (1+n"1)*

e - =T —4,
oile k=7. . G b A2 493
n +on " +4n"“+2n"
4n® +6n*+4n+2)- = — 4
( ) nf+(n+1)*  pT4(14n"1)"p3
oile k=7.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=7 granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

258! Obliczy¢ warto$¢ granicy

I 2oV +k
nl—%lo 22 n7+k.2

k=n
dobierajac tak warto$¢ parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona n® —n?+1
sktadnikow.

Zachodza wéwczas oszacowania od gory

bn<<”3—”2+1)'m—<1 ! 1).\/m

e R ) AR e Ml
oraz od dotu
5 VP +n? 1 1) Jn8+%
n’+nb n  n3 1+2

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nieréwnosci

a, <b,<c,,
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a ponadto dla p=28

lim ¢, =1
n—oo
oraz
lim a, =1
n=s060 n )

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Dla p=_8 warto$¢ granicy jest réwna 1.

259! a) Dobraé takie liczby catkowite A>01i B > 1, aby zadanie b) mialo sens.
b) Obliczy¢ granice ciggu

l.m(fnz VT3 JEE6  VaEEo
1

(n+1)*  (n+1°+2 (n+1)°+4 (n+1)°+6
Vn? 3k Jn+A2—-6 /(n+A)2-3 /(n+A)?
e, oL Tt 7, 7 5+ 5
(n+1)"+2k (n+B)"—4  (n+B)"—2  (n+DB)
dla Ai B dobranych w zadaniu a).

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jn+ AR i 2Ant A Jn?+ 3. 2AnEa

(n+B)"  n?+2Bn+B?  p242p 4142 2Bl

cata suma przybiera postaé

N® - /n? 3k M
= (n4+1)°+2k’
gdzie
_ 2An+A* 2(B-1)n+B*-1 @)
3 2 ’
i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie wartosci
N(n) okreslone rownaniami (2) musza by¢ réowne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réownanie (2) bylo spelnione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(2An+A%)=3-(2(B—1)n+B*-1),
4An+24°=6(B—1)n+3(B*~1) . (3)

N(n)

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki po obu jej
stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
4A = 6(B-1)
2A2 = 3(B%*-1)
2A = 3(B-1)
2A% = 3(B-1)(B+1)
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Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy A= B+ 1, co po podstawieniu do rownania
pierwszego daje

2B+2=3B-3,
skad B=51 A=6. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy

N(n)=4n+12.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 13 sktadnikéow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktorym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikdéw
i mianownikow:

Vi iR (n+6)2
T S ——a——— < (dn+13) i,
(n+5) =0 (n+1)°+2k (n+1)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.

Otrzymujemy

(4n+13)-

(4n+13)- Vn? _ (4n+13)'n 442 4
(n+5)? (n+5)? (H%)?

oraz
(n+67 _ (4n+13)-(n+6) _ (4+3)-(1+7)
(4n+13)- = 5 = 5 — 4.
(n+1) (n+1) (1+1)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest réwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=6, B=5 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna
4.

260. Obliczy¢ granice

I Vn? N vVn?2+5 vn?2+10 Vn?2+15 Vn?+20
1m
=\ (n43)° (n4+3)°+2 (n+3)°+4  (n+3)°+6  (n+3)°+8

VnZ+5k Jn+A2—-15 /(n+A)2-10 /(n+A)2-5 /(n+A)?
a2 oL 2 + 2 + 2 + 2
(n+3)"+2k (n+B)"—6 (n+B) —4 (n+B) -2 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 3, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jnr AR i aAnt A Jn?+ 5 A )

(n+B)>  n?+2Bn+B%?  n?4+6n+9+2(B—3)n+B2—9

2
/nQ + 5 . QATL;-A

T (n+3)2+2-(B-3)n+ 250
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cala suma przybiera postac

N® - /n? 5k @
= (n+3)*+2k’
gdzie

2An+ A? B%2-9
e (5)

5 2

i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie wartosci
N(n) okreslone réwnaniami (5) musza by¢ rowne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (5) byto spelione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(2An+A%) =5-(2(B—3)n+B*-9) ,
4An+2A4>=10(B-3)n+5(B*-9) . (6)

N(n)

Aby réwnosé (6) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki po obu jej
stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nast¢pujacego uktadu réwnan:

4A = 10(B-3)

2A? = 5(B*-9)

24 = 5(B-3)
{2A2 — 5(B—3)(B+3) (7)

Dzielac drugie réwnanie ukltadu (7) przez pierwsze (w ktorym zgodnie z zatozonymi nieréwnosciami
A>01i B >3 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy A= B+ 3, co po
podstawieniu do réwnania pierwszego daje

9B+6=5B—15,
skad B=T71 A=10. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (5) otrzymujemy
N(n)=4n+20.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 21 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (4) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow
i mianownikéw:

2 4n+21 2 2
(npory. YRR VR ) V10
(n+7)? iz (n+3)°+2k (n+3)2
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy
Vn?  (4n+21)-n 4+ 2

A G T e )y

oraz (n+10)2 _ (4n+21)-(n+10) <4+ 2771> ) <1+1770)
(4n+21)- (n+3>2 = (n+3)2 = (1+%>2 — 4.
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Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest réwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=10, B="7 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna
4.

261! Obliczy¢ granice

1'(‘52 VET3 V6 Vs Vi
1m

(n+B)> (n+B)*4+1 (n+B)*+2 (n+B)*+3 (n+B)’+4
Vn2+3k \/(n+A)2—9 \/(n—i—A)2—6 \/(n—i—A)z—?) \/(n—i—A)2
P S —+ —+ —+ ;
(n+B)"+k (n+6)"—3 (n+6)"—2 (n+6)"—1 (n+6)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
O+ A? T 2AnT A2 Jn? 4 3. A
(n+6)>  n?+12n+36  n2+2Bn+B2+(2(6—B)n+36—B2)’
cata suma przybiera postac

N® - /n2+ 3k
im0 (n+B)’+k’

(8)

gdzie

2An+ A?
3
i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n obie wartosci
N(n) okreslone réwnaniami (9) musza by¢ réowne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (9) bylo speione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A®=3-(2(6— B)n+36—B*) ,
2An+ A’ =6(6—B)n+3(36—B) . (10)

N(n) =2(6—B)n+36—B?, (9)

Aby réownosé (10) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétczynniki po obu
jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
2A = 6(6—DB)
A? = 3(36-B?)
A = 3(6—B)
A?* = 3(6—B)(6+B)
Dzielgc stronami drugie réwnanie przez pierwsze! otrzymujemy A =6+ B, co po podstawieniu

do réwnania pierwszego daje
6+B=18—-3B,

17 warunkéw podanych w tresci zadania A >0 i B <6, skad wynika, Ze obie strony pierwszego réwnania sa
dodatnie, a wiec niezerowe.
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skad B=31 A=9. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (9) otrzymujemy
N(n)=06n+27.
Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 6n+ 28 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania wtasciwej czedci zadania szacujemy sume (8) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow
i mianownikow:

2 6n+27 /2 2
L < Z L;gk < (6n+28).m’
(n+6)? iz (n+3)°+k (n+3)?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gornego przy n — +00.
Otrzymujemy

(6n+28)-

(6n128)- Vi (6n+28)m _ 6+%
(n+6)2  (n+6)2 _<1+§>2

oraz
(19 _ (6n+28)-(n+9) _ (6+3)-(1+3)
(6n+28)- = 5 = 5 —6.
(n+3) (n+3) (H—%)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest rowna 6.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=9, B=3 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna

6.

262! Obliczy¢ granice

- ( n? N n>+5 N n?+10 N n?+15 L

= \nzy/(nt A2 n2/(n+A)2+2 02\ /(n+A)2+4 n2/(n+A)2+6

. n?+ 5k - (n+10)2—10 N (n+10)2—5 N (n+10)? )
n?-\/(n+A)?2+2k n?-\/(n+B)2—4 n?-\/(n+B)?—2 n?-/(n+B)?

dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie mialo sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
(n+10)*>  n®+20n+100 n%+5-(4n+20) B
n?-\/(n+ B)? " n2-V/n?+2Bn+B?  p2. \/nQ~|—2An+A?—|—2(B—A)n+B2 — A2
n?+5-(4n+20)

n2 [t AP 42 ((B— A+ 252

cala suma przybiera postac
N n?+ 5k

; (11)
k=0 n?-\/(n+A)2+2k
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gdzie
B?— A?
2 Y

N(n)=4n+20=(B—A)n+ (12)
i w konsekwencji ma N(n)+1=4n+21 skltadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (12) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (12) byto spelnione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:
BQ _ AQ

2 )
8n+40=2(B— An+B*— A2, (13)

dn+20=(B—A)n+

Aby réwnosé (13) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspdtezynniki po obu
jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

{8 — 2(B-A)
40 = B-A?
4 — B-A
{40 — (B—A)(B+4) (14)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (14) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozona nieréwnoscia
A < B obie strony sa dodatnie, a wiec r6zne od zera) otrzymujemy

10=B+A,
skad A=31 B=T7.

Przystepujac do rozwigzania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (11) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktorym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikdw
i mianownikéw:

2 4n+20 2 5k‘ 10 2
(4n+21)- 5 < e < (ny21). DT
n?-(n+7) k=0 n?-\/(n+3)2+2k n?-(n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy
n? 442
4n+21)- = L4
(4n+21) n?-(n+7) 1—1-%H
oraz

(4n+21)- (n+10)* (442)- (14 29)°

4.
n?-(n+3) 1+32 -~

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest réwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=7 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna
4.

Lista 4R - 165 - Strony 152-189



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

263. Obliczy¢ granice

1m

(n+1)° (n+1)°+3 (+1)°+6 (n+1)°+9 (n+1)>+12
Vn?+5k Jo+AR =15 J(n+A)2-10 J(n+A2 -5 \[(n+A)?
T2 e T 2 + 2 + 2 + 2
(n+1)"+3k (n+B)"—9 (n+B)"—6 (n+B)" -3 (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A > 01 B > 1, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Vot AP s Any A7 45 A )

(n+B)>  n?+2Bn+B>  n’4+2n+142(B—1)n+B>—1

2
/n2 + 5. 2An5+A

(n+1)2+3.W’

cata suma przybiera postac

N TR )
= (n+1)°+3k’

gdzie
_ 2An+A* 2(B-1)n+B*-1
5 3 ’
i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie wartosci
N(n) okreslone réwnaniami (16) musza by¢ rowne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (16) byto spelione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

3-(24n+A%) =5-(2(B-1)n+B*~1) ,
6An+3A>=10(B—1)n+5(B>~1) . (17)

N(n)

(16)

Aby réwnosé (17) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétczynniki po obu
jej stronach musza by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

6A = 10(B-1)

34 = 5(B*-1)

{3A — 5(B-1)

342 = 5(B—1)(B+1) (18)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (18) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi nier6wno-
Sciami A>0 i B> 1 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy A= B-+1, co po
podstawieniu do réwnania pierwszego daje

3B+3=5B-5,
skad B=41 A=5. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (16) otrzymujemy
N(n)=2n+5.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 2n -+ 6 sktadnikow.
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Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (15) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktorym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikdéw
i mianownikow:

Vn? A5 \/n2+5k (n+5)2
—— < ) < (2n46)
(n+4) =0 (n+1)"+3k (n+1)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.

Otrzymujemy

(2n+6)-

‘ v (2n+6)n 248 .

oraz
on ) OTP _@n+6)(n45) _ (243)-(143)
n . — _ 9
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=5, B=4 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna
2.

264. Obliczy¢ granice
. ( Vn? Vn?+2 Vn?+4 Vn?+6 Vn?+38
=\ (n42)°  (n+2)°4+1 (n+2)°+2 (n+2)°+3 (n+2)°+4
Vn?+2k \/(n+A)2—6 \/(n+A)2—4 \/(n—l—A)Q—Q \/(n—l—A)2
22 +k T B3 | (ntB)P-2 | (maBYP-1 (n+B)2)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 i B > 2, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

JOtA? oA AT Jn? 42 2 B

(n+B)*  n2+2Bn+B?  n2+4n+4+2(B-2)n+DB2—4

2
/n2 +2. 2An2+A

(n+2)2+2(B—2)n+B>—4’

cata suma przybiera postaé
N /24 2k (19)
o (n+2)°+k’

gdzie
_ 2An+A?
==

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikow. Aby zadanie mialto sens, dla kazdego n obie wartosci
N(n) okreslone réwnaniami (20) musza by¢ réwne i catkowite.

N(n) =2(B-2)n+B*—4, (20)
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W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (20) byto spelnione dla kazdej liczby
naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=2-(2(B-2)n+B*—4)
2An+ A*=4(B—2)n+2B*-8. (21)

Aby réwnosé (21) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspdtezynniki po obu
jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2A = 4(B-2)

A? = 2B%-8

A = 2(B-2
{ (B=2)

A2 — 2(B—2)(B+2) (22)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (22) przez pierwsze (w ktorym zgodnie z zatozonymi nieréwno-
Sciami A>0 i B> 2 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy A= B+2, co po
podstawieniu do réwnania pierwszego daje

B+2=2B—4,
skad B=61 A=8. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (20) otrzymujemy
N(n)=8n+32.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 8n—+ 33 sktadniki.

Przystepujac do rozwigzania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (19) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktorym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikdw
i mianownikow:

2 8n+32 /2 2
(8n+33)~£ < Y LQ% < (8n+33)-M,
(n+6)? k=0 (n+2)"+k (n+2)?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbrnego przy n — +00.
Otrzymujemy
V2 (8n+33)-n 8+

S e T e (1es)

— 8

oraz
(n+8) _ (8n+33)-(n+8) _ (8+%)-(1+3)
(8n+33)- = 5 = 5 — 8.
(n+2) (n+2) (1+2)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest rowna 8.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=8, B=6 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna
8.

265. Obliczy¢ granice

( vVn? Vn2+7 vn2+14 vnZ421 Vn2 428

lim 2 2 2 2 2
(n+A)” (n+A)°"+1 (n+A)+2 (+A)+3 (n+A)7+4

n—oo
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V2 +T7k Jin+7)2=21 \J(n+7)2—14 \J(n+7)2—-7 \/(n—l—7)2>
L+ Tt —+ -+ ;
(n+A)"+k (n+B)"—3 (n+B)"-2  (n+B)"—1 (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
VIt 7?2+ Tan+49 V2T (2n47)
(n+B)*>  n?+2Bn+B>  n2+24An+ A%+ (2(B—A)n+ B2 — A?)’
cata suma przybiera postac

N® /2 7k

= (n+A)°+k’ (23)

gdzie
N(n)=2n+7=2(B—A)n+B*— A?, (24)

i w konsekwencji ma N(n)+1=2n+8 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (24) musza by¢ réwne.
Aby prawa réwnos¢ (24) zachodzilta dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
o obu jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
p jej {;“2 3 5 RS p il stepujacgs

7T = B?*-A? 7 = (B-A)-(B+A)
Dzielgc stronami drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy 7= A+ B, co prowadzi do A=3 i
B=4.

Przystepujac do rozwiazania wtasciwej czesci zadania szacujemy sume (23) obustronnie mnozac
liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow
i mianownikéw:

Vn? AT 2+ Tk (n+7)2
3 S 2 < (2”4‘8)'72 5
(n+4) = (n+3)°+k (n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.

Otrzymujemy /2 o+ 8). 948
(2n+8). " 2:(”+ )2”: T

(2n+38)-

—2

oraz . (n+7)2_(2n+8).(n—|—7)_(2+%).(1+%>_>
(2n+38) (n+3)2 (n+3)2 - (1+%>2 2.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia
jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=4 i wowczas dana w zadaniu granica jest réwna
2.
266! Obliczy¢ warto$¢ granicy
1.<n+n+1+n+2+n+3++9n>
im et — .
n=oo\/ni4n  Vni4+n+1l Vni+n+2 Vni4+n+3 vnt+9n
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Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi zbiezne do wspodlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6éznig — iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do 9 przy n dazacym do nieskoniczonosci. Nalezy zatem oczekiwaé, ze oszacowanie sumy po-
przez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe sktadnikow),
bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia
o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep arytmetyczny, ktérego su-
me bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szacowaé¢ mianowniki przez wspolna
wielkos¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszaco-
wania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownik6w od dotu) prowadzi do

b < n +n+1+n+2+n+3+ N I
"SVnitn Vattn Vatitn Vattn O Vnftan

n+m+)+(n+2)+(n+3)+...+9n
- Valtn -
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
b n_ n+1 . n+2 . n+3 - on
"TVn o Vetr+on Vnti+on Vnt+9n Vnr+9n
~ntnm+1)+n+2)+(n+3)+... +9n
= T on =a, .

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

n+9n

n+m+1)+n+2)+(n+3)+...+9n=8n+1)- 5 =5n-(8n+1),
gdzie 8n+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego
5n-(8n+1) 5-(8+2) 0
C’I’L: = —_—
Vnt4n 1+
przy n — oo i podobnie
. 1 5. 8_|_l
_ 5n-(8n+1) < n)_>40.

a, = =
vVnt+9n ,/1—|—%

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
ap <byp < cp
a ponadto

lim ¢, =40

n—oo

oraz
lim a, =40,
n—oo
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na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

71113)10 b, =40.
Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 40.

267! Obliczy¢ wartosé¢ granicy

i ( 4n n dn+3 . 4n—+06 n dn+9 dn+12 n
im
n=oo \ \/And+4n  VAnA+4n+3  VAnt4+4n+6  VAnt+4n+9  V4Ant4+4n+12
13n—9 13n—6 13n—3 13n )
ot + + + .
VAnt4+13n—9 V4Ani+13n—6 V4Ant+13n—3 V4nt*+13n
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac¢ z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od goéry i od dotu przez ciggi zbiezne do wspdlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznia — iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do 13/4 przy n dazacym do nieskoniczonosci. Nalezy zatem oczekiwaé, ze oszacowanie sumy
poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe sktad-
nikow), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi skorzystanie z
twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy mianowniki majg zblizong wielkos$¢. Liczniki tworza jednak postep arytmetyczny, ktérego su-
me bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szacowac¢ mianowniki przez wspolna
wielko$¢, nie zmieniajac licznikdéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszaco-
wania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownik6w od dotu) prowadzi do
4n dn+3 4n+6 4n+9 13n
n < + + - ot ——=
VAnt+4n  VAnd+4n  VAnt+4n  VAnt+4n VAnt+4n
_dnA4-(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+... +13n
B Vant+4n —
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od gory) prowadzi do
b> 4dn n in+3 n dn+6 n 4n+9 P 13n _
TV 1830 VA +13n | VA +13n VA +13n T VAni+13n
An4(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+... +13n

ay, .
Vant+13n

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

b

dn+13n  1Tn-(3n+1)
2 2 ’

dn+(4n+3)+(4n+6)+ (4n+9)+...+13n=(3n+1)-

gdzie
13n—4n
3

jest liczba wyrazéw powyzszego postepu (o réznicy 3).

3n+1=
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Wobec tego
17n-(3n+1) 17-(3+1) 51
_ _ R

Cp = =
2-v4dnt+4dn 2. 4+% 4

przy n — oo i podobnie
17n-(3n+1)  17-(3+1) 51
_ _ ;

Ay = = .
2.vV4n*+13n 2. 4+ 18 4

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

a, <b,<c,,

a ponadto
I _ ol
fim e =7
oraz
A @0 =
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
. 51
A0 =7

Odpowiedz: Wartos$¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 51/4.

268! Obliczy¢ warto$¢ granicy
( 3n 3n—1 .9 3n—2 .4 3n—3 .8 9. 271—2 3. 2n—1 mn >

lim

n—oo

3irl 312  3iid g8 T 3iygee 3uioni 3ugon

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac¢ z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od goéry i od dotu przez ciggi zbiezne do wspdlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ r6znig — iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do 0 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczekiwaé, ze oszacowanie sumy po-
przez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw),
bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia
o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep geometryczny, ktérego su-
me bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna
wielko$¢, nie zmieniajac licznikdéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszaco-
wania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

; <3n+3n—1,2+3n—2'4+3n—3_8+ +9_2n—2+3,2n—1+2n_
"3 3n 3n 3n T 3n 3n T 3n
3n 4371243724437 3.84...+9.2" 24 3.2n L o
= :cn
3n
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Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od gory) prowadzi do
NP AT L. . T L G S
3n42n  3n42n Fn42n 3ng2n 3n2m  3n42n 0 3n42n
343024372 4437084 4924320 20

3n 427 fin-
Ze wzoru na sume postepu geometrycznego otrzymujemy
3" 43" 243" 24437084 492724 3. 2" 4 2" =
(2 n+1 (2 n+1 n+1
:3n]- (3)2 —3n. 1 <f> :3n+1_ 1_(2> :371—1—1_2714—17

gdyz iloraz powyzszego postepu jest réwny 2/3, a n+1 jest liczba wyrazéw postepu.

Wobec tego
3n+1 _ 2n+1

2 n
¢ 3n <3) -~

przy n — oo i podobnie
gl _gntt 3-2.(2)"  3_92.0 ;
an: = o) — ey .
3n+2n 1+(2) 1+0

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

a, <b,<c,,

a ponadto
lim ¢, =3
n—oo
oraz
lim a, =
Jim a, =3,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =3.

n—oo

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 3.

269! Obliczy¢ granice

i on N 2n71 .3 N 21172 . 32 N N 2nfk ) 3k N N 3n
n=—00 \/9n+5n \/9n+5n—17 \/9n+5n—272 A /9n_|_5n—k7k /On  Tn
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi zbiezne do wspodlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6éznig — iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez
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liczbe sktadnikow) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi sko-
rzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy mianowniki majg zblizona wielko$¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik z osobna: mia-
nowniki oszacujemy przez wspélng wielkos$¢, a liczniki, ktore tworza postep geometryczny, pozo-
stawimy bez zmian.

Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:

b — on N 2n—1 .3 N 2n—2 . 32 N N 2n—k . 3k N N R S
SRV e T S s e VTN T VTS T
on 2n—1 .3 2n—2 3 32 2n—k 3 3k

3'!7,
> + + +.. VY. =
VO 94T 94T VI 4T VI 4T

Qnyonl.gpon=2.32 4 4onk.gkg 4 3n
g :an.
Vor 7

Z kolei szacujac od gory (mianowniki od dotu) otrzymujemy:

b — on N gn—1, 3 N on—2, 32 N N 2n—k . 3k; N N R -
SRV T N T AV T B AV T VO TS O
on 2n71 .3 2n72 . 32 2nfk . 3k an

< \/9n+o+ \/9n+oJr \/9n+o+'”Jr g0 T V9" +0

C2ronth34onm2 32 4 onRgh g 43

= o =

W licznikach uzyskanych oszacowan wystepuje suma tego samego postepu geometrycznego
n-+1-wyrazowego o pierwszym wyrazie 2" i ilorazie 3/2. Mamy wiec

3)n+1 o

Cn -

2"+2”—1-3+2"—2-32+...+2”"“-3’€+...+3”:2”-<231
.

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a, < b, < ¢,, a ponadto przy
n — 00 mamy

— 3n+1 _ 2n+1

B gn+l _ gntl B 3_9. (%)”
N TN )

3n+1_2n+1 2 n
n:7:3—2' - 3,
‘ 3" (3) -

z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest rowna 3.

—3

oraz

270! Obliczy¢ granice

py (00 42 (kP
=0 \Wnb+1  Vnb+2  VnS+3 T VnbS+k T VnS+n—1 Vnb4n)
n-(n+1)-(2n+1)

Wskazowka-przypommnienie: 12+ 22+ 3%+ .. +n*= 5 .

Rozwigzanie:
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Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi zbiezne do wspodlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6éznig — iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do czterech przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczekiwaé, ze oszacowanie
sumy poprzez wspoélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe
sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi skorzystanie
z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik z osobna szacujac
mianowniki przez wspolng wielkos¢.

Szacowanie od dotu prowadzi do:

" (n+k)? X (n+k)? 1 n 9
b Z b+ k kzl\/nﬁ—kn Vnb+n kgl(n+k)

7 kolei szacujac od gory otrzymujemy:

"o (n+k)? I (n+k)? 102 9
Z\/n 6+k Z\/nﬁ n3'kz::1<n+k) —o

Obliczamy sume wystepujaca we wzorach na a, i ¢,:

n 2n 2n n 2n-(2n+1)-(4n+1) n-(n+1)-(2n+1)
Sntk)y?= Y =Y K- = _ —
k=1 k=n+1 k=1 k=1 6 6

n-(2n+1)-(Tn+1)
5 .
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a,, < b, < ¢,,, a ponadto przy
n — 0O mamy

n-(2n+1)-(Tn+1) . 7

an =
6-vnb+n 3
n-(2n+1)-(Tn+1) 7

oraz

Cn —
6-n? 3’
z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 7/3.

271! Obliczy¢ warto$¢ granicy

G . 0, G (5) (") (»)

I + 4. .
nggo(wlnﬂ VA3 VI+9  JAnt2T VA 31 \/4n+3n)

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi zbiezne do wspodlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — ilorazy srodkowych sktadnikéw do skraj-
nych daza do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczekiwad,
ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania

Lista 4R - 175 - Strony 152-189



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi
skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy mianowniki majg zblizong wielko$¢. Liczniki tworza jednak n-ty wiersz trojkata Pascala, a
wiec ich sume bez problemu mozemy obliczyé. W konsekwencji bedziemy szacowa¢ mianowniki
przez wspolna wielkos¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku
tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

G , G 6 6 ) () _

ns \/43+0 V0 \/4n+o+\/43+0+"'+\/4n+0 VA0
_ QG 6+ () E)
2" "

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

R R R R S\ B
bn>¢4n0+3n+\/4n+3n+\/4n+3n+\/4n3+3n+---+\/4n+3n+\/4n+3n
_ @O FE)FE) -+ () ()
VA3

Ze wzoru na sume wyrazow n-tego wiersza trojkata Pascala otrzymujemy

(60 )6

cn:;:l—ﬂ

=a, .

Wobec tego

przy n — oo i podobnie
2" 1

= \/4n_|_3n o \/1+<%>n

ap, —1.

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
an, < b, <c,,
a ponadto
g cn =1
oraz
A dn =1,
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 1.
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272! Obliczy¢ granice ciagu zaczynajacego sie od wyrazu o indeksie 7:
7 8 9 10 n—1 n
n=oo \\/nk4+7  V/nF4+8 VnF+9 VnF+10 vnF+n—1 nF+n
dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista dodatnia.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzysta¢ z twierdzenia
o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi zbiezne do wspodlnej
granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze oszacowanie
sumy poprzez wspélne oszacowanie skladnikow (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe
sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice, co uniemozliwi skorzystanie
z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas
gdy przy k> 2 mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworzg jednak poczatek siodmej ko-
lumny trojkata Pascala, a wigc ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedzie-
my szacowa¢ mianowniki przez wspélng wielko$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownik6w od dotu) prowadzi do

(%) (%) (%) () ("7) (%)

b”:\/n’ur? ViF+8 Vb9 k410 T Vb -1 VaFfn
OO (D) (7))
nk+0
G s ()

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
B I N I I = I
ViE£T NmE£8 k9 k10T Viabbn—1 0 VaF
H+E+E+E) ++ () +()
=
g Jk

n

=a, .
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Ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw kolumny trojkata Pascala? otrzymujemy
7 . 8 n 9 n 10 P n—1 n ny [n+1
7 7 7 7)o 7 7]\ 8 )

") 4D n--(n—6)/80 1
=" k2 T k2 Y]

przy n — o0, o ile k=16. Podobnie
(") () me(n—6)/80 1

a, = N

VnF4+n nk/2.\/1+nl=k 8!

Wobec tego

przy n— 00, o ile k= 16.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
an, <b, <c,,
a ponadto
lim ¢, =1/8!
oraz
lim a, =1/8!,
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
Jim b, =1 /8!.

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=16 warto$¢ 1/8! =1/40320.

2Wzér ten méwi, ze
i(i)_(n-ﬁ-l)
prd k kE+1
i moze by¢ udowodniony indukcyjnie ze wzgledu na n. Mozna tez zapisac¢
k+k+1+k+2+ +n—1+n_k+1+k+1+k+2+
k k k k k) \k+1 k k

1
i wielokrotnie zastosowaé do poczatkowych sktadnikéw wzor (Z) + (bi 1) = (Zil)

() ()
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W kazdym?® z ponizszych zadan podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne musza by¢
podane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru oraz okresl, czy kresy
naleza do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

289.22{ ! ’HEN}

n?—60"
infZ=-1/11 Czy € Z 7 TAK supZ=1/4 Czy € Z? TAK
1
290. /=S ———: N
{n2—70 ne }
infZ=-1/6 Czy € Z? TAK supZ=1/11 Czy € Z ? TAK
291. Z={V25n2+24n—5n: neN}
infZ=2 Czy € Z7 TAK supZ=12/5 Czy € Z 7 NIE
292. Z ={v/25n>—24n—5n: n €N}
infZ=—-4 Czy € Z7 TAK supZ=-12/5 Czy € Z 7 NIE

293. Z:{\/25n2+24n+\/25n2—24n—10n: neN}
infZ/=-2 Czy €77 TAK supZ=0 Czy € Z? NIE

294. Z:{T: m,neN A 16n2<9m2<25n2}
n

infZ=4/3 Czy € Z 7?7 TAK supZ=5/3 Czy € Z?7 TAK
295. Z:{%: m,neN A 16n2<2m2<32n2}

infZ7=+8=2-v/2 Czy € Z? NIE supZ=4 Czy € Z? TAK
296. Z:{%: m,neN A 3n2<m2<4n2}

infZ=+/3 Czy € Z? NIE supZ=2 Czy € Z?7 TAK

297. Z:{@: m,neN A 4m2<n2<5m2}
n

infZ=1/+/5 Czy € Z? NIE supZ=1/2 Czy € Z? TAK
298. Z:{@: m,neN A 3”<2m<4"}
n
inf Z =loges3 Czy € Z 7 NIE supZ =2 Czy € Z?7 TAK
299. Z:{@: m.neN A 4m<2”<5m}
n
inf Z=1logg2 Czy € Z 7 NIE supZ=1/2 Czy € Z? TAK
300. Z:{T: m,neN A 9”2<3m2<27”2}
n
infZ=+2 Czy € Z? NIE supZ=+/3 Czy € Z? NIE

3Nie ma sensu rozwiazywaé¢ wszystkich zadan, mozesz pominaé zadania podobne do wczesniejszych.
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301. Z:{T; m,neN A 16”2<2m2<32"2}
n

infZ=2 Czy € Z 7 TAK
302. Z:{@: m,neN A 167 <9 <25”2}
n
infZ = \/logg16 = \/logz4 Czy € Z ? NIE
sup Z = \/10g925 = \/log35 Czy € Z 7 NIE

303. Z={"" . m.neN A 4".nm<mm<27"-nm}

n
infZ=2 Czy € Z?7 TAK

304. Z:{@ m,neN A\ 224".nm<mm<318n_nm}

n
infZ=8 Czy €77 TAK

305. Z={":mneN A 28”-nm<mm<2160"~nm}

n
infZ=4 Czy € Z7 TAK

306. Z:{@ m7n€N A 264n‘nm<mm<381n‘nm}

n
infZ=16 Czy € Z 7 TAK

2
307. Z:{(1—3> :nEN}
n 5

infZ=1/100 Czy € Z 7 TAK

3
308. Z:{<1—3> :nEN}
n 5

inf Z=-27/125 Czy € Z? NIE

300. 2={(~1) i nen}

n
infZ=-1 Czy e Z7 TAK

310, zz{(_;)HQ; neN}

infZ=-1 Czy €27 TAK

1 n%+n
311. Z:{(—) :neN}

n
infZ=0 Czy €Z ? NIE

1
312. 7/ = : N
{n2—40n+370 "e }
infZ=-1/5 Czy € Z? TAK

1
313. Z = : N
{n2—40n+390 ne }
infZ=-1 Czy €27 TAK

Lista 4R - 180 -

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

supZ=+/5 Czy € Z ? NIE

supZ=3 Czy € Z7 TAK

supZ=9 Czy €77 TAK

supZ =32 Czy € Z 7 TAK

supZ =27 Czy € Z?7 TAK

supZ=9/25 Czy € Z 7?7 NIE

sup Z=8/125 Czy € Z 7 TAK

supZ=1/4 Czy € Z? TAK

supZ=1/16 Czy € Z 7 TAK

supZ=1 Czy € Z?7 TAK

supZ=1/6 Czy € Z? TAK

supZ=1/6 Czy € Z? TAK
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1
n?—40n+410

infZ=0 Czy € Z 7?7 NIE

314. Z:{

1
n2—40n+430 "

315. Z:{

infZ=0 Czy € Z?7 NIE

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

nGN}
nEN}

supZ=1/10 Czy € Z ? TAK

supZ=1/30 Czy € Z? TAK

316. Z:{T: m,neN A 25n2<m2<27n2}

n

infZ=5 Czy € Z 7 TAK

supZ=+27=3-v/3 Czy € Z? NIE

317. Z:{T: m,neN A 25n3<m3<27n3}

n

infZ=+v/25 Czy € Z? NIE

supZ=3 Czy € Z?7 TAK

318. Z:{T: m,neN A 16"<8m<27"}

n

infZ=4/3 Czy € Z7 TAK

sup Z =logg27 =|logy3| Czy € Z ? NIE

319. Z:{T: mneN A 16"<9m<27”}

n

ian:log916:’log34:2-log32‘ Czy € Z 7 NIE supZ =3/2 Czy € Z? TAK

320. Z={(2—-V3)":neN}

infZ=0 Czy € Z?7 NIE

321. Z={(2-V5)": neN}

supZ=2—+3 Czy €Z? TAK

2
infZ=2—+v5 Czy €Z? TAK sup Z=(2—+v5)" =9—4v5 Czy €Z? TAK

322. 7 — { (5O> ; n6{0,1,2,3,...,49,50}}
n

infZ=1 Czy € Z 7 TAK

50
sup Z = (25) Czy e Z7 TAK

50
323. Z:{( )-(—1)": n6{0,1,2,3,...,49,50}}
n

. 50 50 50
1an:—<25) Czy € Z 7 TAK SupZ:< ):( ) Czy € Z 7 TAK
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324. Z={Va?+2z+1: x€(-5,2)}
infZ=0 Czy € Z7 TAK

325. Z={Va2+2z+1:z€(-5,2)}
infZ=0 Czy € Z?7 TAK

326. Z:{T: m,neN A 53-n15<m15<35-n15}

n

infZ=23y/5 Czy € Z? NIE

327. Z:{@: m,n €N A 52-n10<m10<25-n10}

n

infZ=23y/5 Czy € Z7? NIE

328. Z:{@: m,neN A 32-n6<m6<23~n6}
n

infZ=+o00 Czy € Z7 NIE

329. Z:{T: m,neN A 4"2<2m2<8m"}
mn

infZ=+/2 Czy € Z? NIE

330. Z:{T: m,neN A 16"2<2m2<4m"}
n

infZ=2 Czy e Z7 TAK

331. Z:{@: m,neN A 81”2<3m2<11m”}
n

infZ=2 Czy € Z7 TAK

332. Z:{T: m,neN A 8 <2 <5m"}
n

infZ=+/3 Czy € Z? NIE

333. Z:{T: m,neN A 32”2<2m2<3m"}
mn

infZ=4o00 Czy € Z7 NIE

2
334. Z:{mQ: mneN A 8n3<m3<27n3}
n

infZ=4 Czy € Z7 TAK

2
335. Z:{mzz m,neN A 25n4<m4<49n4}
n

infZ=5 Czy € Z 7 NIE

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

supZ =4 Czy € Z? NIE

supZ =2 Czy € Z?7 NIE

supZ = /3 Czy € Z? NIE

supZ=+2 Czy € Z? NIE

supZ=—o0 Czy € Z?7 NIE

supZ=3 Czy € Z 7 TAK

supZ =2 Czy € Z?7 TAK

sup Z =loggll Czy € Z 7 NIE

sup Z =log,5 Czy € Z 7 NIE

supZ =—oo Czy € Z 7 NIE

supZ =9 Czy € Z?7 TAK

supZ =7 Czy € Z?7 NIE

2. 11,
336.Z:{m:m,n€N/\318 nopm L mm L 22 ”-nm}
n

infZ=81 Czy €27 TAK
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337. Z={log,8: x€[2, +00)}
infZ=0 Czy €Z? NIE

338. Z={log,32: x€ (0, 1/2]}
infZ=-5 Czy € Z7 TAK

339.22{ :nGN}

n?—44
infZ=-1/8 Czy € Z? TAK

=0
340. Z—{n2+44.n€N}

infZ=-1/45 Czy € Z 7 TAK

n?—44
infZ=-1/5 Czy € Z? TAK

siz. 7-{(7) nen)

infZ=-1/3 Czy € Z? TAK

341. Z:{ (=1)" :nEN}

343. Z:{f)lz nEN}

iz3
infZ=1/3 Czy € Z? TAK

11
344.Z:{x”:x€(—, )/\nEN}

2°5

infZ=-1/2 Czy € Z? NIE

345. Z ={logy(2n—1) —logy,n: n € N}

infZ=0 Czy € Z7 TAK

2 ) 2

sa6, 7. [ Lol 4 D) o)

(logg(n?+4)) -logg(n*+1)

infZ=6 Czy € Z7 TAK

347. Z:{E)Tn—]_ln m,nGN}
infZ=-1/6 Czy € Z? TAK

mn
348. 7 = {7’n2—|—4n2 . m,nGN}

infZ=0 Czy € Z?7 NIE

Lista 4R
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supZ=3 Czy €77 TAK

supZ =0 Czy € Z 7?7 NIE

supZ=1/5 Czy € Z? TAK

supZ=1/48 Czy € Z ? TAK

supZ=1/19 Czy € Z? TAK

supZ=1/9 Czy € Z? TAK

supZ=1/2 Czy € Z? NIE

supZ=1/4 Czy € Z? NIE

supZ=1 Czy € Z? NIE

supZ=6 Czy € Z 7 TAK

supZ=1/4 Czy € Z? TAK

supZ=1/4 Czy € Z? TAK
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349. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) speliajacych warunek
v Jen=1]< 711

W kazdym z zadan 349.1-349.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

349.1. sup{a;: (a,) €eT}=2

349.2. inf{a;: (a,) €T}=0

349.3. sup{as: (a,) €T}=3/2

349.4. inf{ay: (a,) €T}=1/2

349.5. sup{as—as: (a,)€T}=5/6

349.6. inf{ay—az: (a,) €T}=-5/6

349.7. sup{az—ag: (a,)€T}=1/2

349.8. inf{as—ag: (a,) € T}=-1/2

349.9. sup{as+asz+as: (a,)€T}=4

349.10. inf{as+as+as: (a,) €T}=2

350. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spetniajacych warunek

1
v <—.

neN n
W kazdym z zadan 350.1-350.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

ap, — —

350.1. sup{as: (a,) € T}=2

350.2. inf{a;: (a,)€T}=0

350.3. supf{as: (a,) € T}=1

350.4. inf{ay: (a,) €T}=0

350.5. sup{as—as: (a,) €T}=1
350.6. inf{as—as: (a,) € T}=-2/3
350.7. sup{as—as: (an) € T}=2/3
350.8. inf{a;—ag: (a,) € Tt=-1/3
350.9. sup{as+asz+as: (a,) €T}=2

350.10. inf{as+az+ag: (a,) €T}=0

Lista 4R - 184 - Strony 152-189



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

351. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw zbieznych (a,) speliajacych warunek

n+1
V. Jan—6] <
neN n

W kazdym z zadan 351.1-351.10 podaj odpowiedni kres zbioru.
351.1. sup{a;: (a,) €T} =8

351.2. inf{a;: (a,)€T}=4

351.3. sup{as: (a,)€T}=7,5=15/2="72%

351.4. inf{as: (a,)€T}=4,5=9/2=4

351.5. sup{a;—as: (a,)€T}=3,5=7/2=3%
351.6. inf{a;—as: (a,)€T}=—-3,5=—7/2=—-31
351.7. sup {nangoa/n : (ay) € ']T} =7

351.8. inf{r}Lrgloan :(an) € ’]T} =5

351.9. sup {nlgrolo(an —ay): (an) € T} =3

-3

351.10. inf{nlgxolo (an—a1): (an) € ’]I‘}

352. W kazdym z zadan 352.1-352.6 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne
musza by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru.
Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spetniajacych warunek

1
nZ/N|an—a/n+1| < ﬁ .

352.1. A={ay: (a,) €T}

infA=—o0 sup A=+o00
352.2. B={az—a;: (a,) €T}

inf B=-3/2 sup B=3/2
352.3. C={as—az: (a,) €T}

infC'=—-5/6 supC'=5/6
352.4. D={as—a;: (a,) €T}

inf D=-11/6 supD=11/6
352.5. E={(az—a1)’: (a,) €T}

inf £=0 sup E=9/4
352.6. F'={a3—ai: (a,) €T}

inf F'= —o0 sup F'=+o0
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353. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
mn
Z=¢—+——:mneN;.
{ 4m? +9n? }
Rozwigzanie:
Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:

1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.

2° Istnieje cigg o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.

Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ m =1 w wyrazeniu
mn
4m2+49n?
Otrzymamy wowczas
1
im =lim —— =
n—00449n2 n—ood.p=l49n

3° Liczba 1/12 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ m=3in=2w (Q).

4° Kazdy element zbioru Z jest nie wiekszy od 1/12.
Istotnie, z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczng liczb 4m? i 9n? otrzymujemy

2 2
,/4m2_9n2<47n;_9n,

co tatwo przeksztatcamy do postaci
mn 1

———— <
A4m2+9n? " 12

[¢]

Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4° wynika

supZ =1/12.
Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest rowny 0, a kres gorny 1/12.

354. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gorny zbioru

kmn
Z=  k N .
{8k3+27m3+125n3 e }

Rozwigzanie:

Z nier6wnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng zastosowanej do liczb 8&3, 27m?3, 125n3

otrzymujem
e 8k3+27m3 +125n3

3 Y

V8k3 - 27m3 - 125m3 <

czyli
kmn 1

<
8k342Tm3 +125n3 ~ 90
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Zatem liczba 1/90 jest ograniczeniem gérnym zbioru Z. Wykazemy, ze jest to ograniczenie naj-
mniejsze. W tym celu przyjmijmy & =15, m =10 oraz n =6. Wowczas
kmn 900 1

8K3+27m3 +125n3 27000+ 27000427000 90
jest elementem zbioru Z.

Odpowiedz: Kres gorny zbioru Z jest réwny 1/90.

355. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{\/n2+5n—|—3—n: nEN} :
Rozwigzanie:
Przeksztalcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbiér otrzymujemy:

2
5 5 n’+d5n+3—(n+3 5
\/n2+5n+3—n:vn2+5n+3—(n—|—2) ( 2)

+-= +5=
2 Vn?+5n+3+(n+3) 2
n*+5n+3—-n*—5n—2 5 13/4 5
V2 +5n+3+(n+3) 2 Vn?+5n+3+(n+3) 2
Z otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie rosnie wraz z n, a przy n — oo dazy do 5/2.
Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy odnotowaé, ze w ciaggu rosnacym pierwszy wyraz (tu
réwny 2) jest najmniejszy, a kresem gérnym zbioru wyrazow jest granica ciagu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 2, a kres gorny 5/2.

356. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{\/n2+5n+10—n: nGN} :

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbiér otrzymujemy:

5\ 5 n2+5n+10—(n+3)’
\/n2+5n+10—n:\/n2+5n—|—10—(n—l—)—l—: 3
2) 2 \/n2+5n+10+(n 5)

_ n?+5n+10—n?—5n—2

_'_
t +§_ 15/4 5

_ i _
Vr2+5n+10+ (n+3) 2 2

N
=

T VT4 (ntd) 2

Z otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie maleje wraz z n, a przy n— oo dazy do 5/2.
Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy odnotowaé, ze w ciagu malejacym pierwszy wyraz (tu
réwny 3) jest najwiekszy, a kresem dolnym zbioru wyrazéw jest granica ciagu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 5/2, a kres gorny 3.

357. Wyznaczy¢ (wraz z uzasadnieniem) kresy zbioru

1
{5777/—371: m,TLEN} .

Rozwigzanie:
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Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k =5™ —3" > 0. Najwiekszy element otrzy-
mamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita dodatnia i
parzysta, musi zachodzi¢ k > 2. Zauwazmy przy tym, ze dla m=n=1 w istocie k=2. Zatem liczba
1/2 jest najwiekszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=5 —3" < 0. Najmniejszy
element otrzymamy dla najwigkszej mozliwej ujemnej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita
ujemna i parzysta, musi zachodzi¢ k < —2. Zauwazmy przy tym, ze dla m =2, n=3 w istocie
k=25—27=—2. Zatem liczba —1/2 jest najmniejszym elementem zbioru.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny —1/2, a kres gérny 1/2.

358. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

1
{7/”/2_377/2: m,nGN} .

Rozwigzanie:

Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—3n? > 0. Najwiekszy element otrzy-
mamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita dodatnia,
musi zachodzi¢ k > 1. Zauwazmy przy tym, ze dla m=2 i n=1 w istocie k =1. Zatem liczba 1
jest najwiekszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k =m? —3n? < 0. Najmniejszy
element otrzymamy dla najwigkszej mozliwej ujemnej liczby k, czyli dla ujemnej liczby k& o naj-
mniejszym module. Poniewaz liczba k jest catkowita ujemna, a przy tym k # 2 ( (mod 3)), musi
zachodzi¢ k # —1. W konsekwencji k£ < —2. Zauwazmy ponadto, ze dla m =n =1 otrzymujemy
k= —2. Zatem liczba —1/2 jest najmniejszym elementem zbioru.

W rozwigzaniu korzystamy z nastepujacego faktu: Kwadrat liczby catkowitej nigdy nie daje przy
dzieleniu przez 3 reszty 2. Na tej wlasnie podstawie wnioskujemy, ze

k=m?—-3n*>=m*#2((mod 3)).

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest rowny —1/2, a kres gérny 1.

359. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
1
———:m,neN} .
{ m? —Tn? }
Rozwigzanie:

Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—7n?> 0. Najwickszy element otrzy-
mamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita dodatnia,
musi zachodzi¢ k > 1. Zauwazmy przy tym, ze dla m =8 i n=3 w istocie k =1. Zatem liczba 1
jest najwiekszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k =m? —7n? < 0. Najmniejszy
element otrzymamy dla najwiekszej mozliwej ujemnej liczby k, czyli dla ujemnej liczby k& o naj-
mniejszym module. Poniewaz liczba k jest calkowita ujemna, a przy tym k%6 ( (mod 7)) oraz
k#5((mod 7)), musi zachodzi¢ k# —1 oraz k# —2. W konsekwencji k£ < —3. Zauwazmy ponadto,
ze dla m=21in=1 otrzymujemy k= —3. Zatem liczba —1/3 jest najmniejszym elementem zbioru.
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W rozwigzaniu korzystamy z nastepujacego faktu: Kwadrat liczby catkowitej nigdy nie daje przy
dzieleniu przez 7 reszty 3, 5 ani 6. Na tej wlasnie podstawie wnioskujemy, ze

k=m*—Tn*=m*#5((mod 7))

oraz

k=m?—Tn*=m*#6((mod 7)) .
Dowdd powyzszego faktu sprowadza sie do nastepujacych tozsamosci:
(7t)*=7-(7) +0,
(Tt£1)> =7 (742 £2t) +1,
(7642)* =7 (7> +4t) +4,
(Tt£3)* =7 (7T £6t+1)+2.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest rowny —1/3, a kres gérny 1.
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