Jarostaw Wroblewski

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

W kazdym z ponizszych zadan podaj dziedzine funkcji f okreslonej podanym wzorem.

(=1, 1JU[2, +o0)

Dy=(—o0, —2]U{-1}U{1}U|[2, +00)

D;={4}U{9}U[16, +o0)
Dy =(—o00, 4]U[9, +00)

Dy=(—o00, 4]U{9}U[16, +00)

Df:(_ooa _4]U{4}U[99 +oo)

=(—o0, —4]U[-3, —2]U 2, 3]U[4, +00)

D= (—o0, =3|U{—2}U{2}U]3, +o0)

D;=(0, 8]U[27, 32]
D= (0, 8]U[25, 27]

D; = (0, 27]U {64}

373. f(x)=\/(z—1)-(z—4)  Dy=(—o0, 1JU[4, +0o0)
374. f(z)=\/(z—1)-(z—4)> D;=[1, +o0)

375. flz)=\/(z—1)%(z—4) D;={1}U[4, +00)
376. f(z)=,/(22—1)-(z—4)  Dy=[—1, 1]U[4, +00)
377. fla)=\/(z—1)-(22—4)  Dy=[—2, 1]U[2, +00)
378. f(x)=,/(2?—1)-(22—4)  Dy=(—o0, —2]U
379.  flz)=1/(z2—1) (22 —4)

380. f(z)=,/(z—4)-(z—9) (zx—16) D;=[4, 9]U[16, +o0)
381, f(z)=1/(z—4)" (—9)"". (2 —16)"%

382. f(x)=1/(z—4)" " (£—9)"" (z—16)""

383. f(z)=1(z—4)"" (2—9)"%. (x—16)%

384. f(z)=1/(z—4) (z—9) (z2—16)

385. f(z)=1/(z—4)-(22—9)-(22—16) Dj=[—4, —3]U[3, +00)
386. f(x)=1/(22—4)-(22—9)-(22—16) Dj=

387. f(z)=/(a2—4)-(22—9)-(a*—16)

388. f(z)=,/(3—logyz)-(5—logyz)- (3—logsz)

389. f(z)=,/(3—logyz)-(2—logsz)- (3—logsz)

390. f(z)=/(3—logsx)-(6—logy)- (3 —logsz)

391.  f(z)=+log)logsz Dj=[3, +o0)

392. f(x)=+logglogyr Dy=|2, +o0)

393. f(x)=logslogslog,x Dy =18, +00)

394. f(z)=+logglog,log,z D;=][25, +00)

395. f(z)=log,log,256  D;=(1, +00)

396. f(z)=log,log,log,256  D;=(1, 256)

397. f(x)=log,log,log,log,256  D;=(1, 16)
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398. f(x)=log,log,log,log,log, 256 Dy=(1, 4)
399. f(x)=1log,log,log,log,log,log, 256 Dy= (1, \/§>

400. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem

f(x) 25:v+ V4922 437
r)=— .
24 24

Udowodnij, ze f jest odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:

Wykres funkcji f jest krzywa o rownaniu

25z n V4922 + 37

24 24 ’

24y +25x = /4922437 .

y=-
czyli

7 powyzszego réwania wynika
24y + 240 = /4922 4+ 37 — > V4922 + 37 — || = V4922 + 37— V22 > 0,
a z podobnego réwnania
24y +2bx = — V4922 437
dochodzimy do

24y +24x = —/4922 4+ 37 — & < —V/A922 + 37+ || = =492+ 37+ V22 < 0.

Zatem rownanie wykresu funkcji f mozna podniesé do kwadratu uzupelniajac je nieréwnosciag
x+y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y% +1200xy + 62522 = 4922 4+37, x4y >0
576y* +1200xy 4 5762% = 37, r+y>0
7 uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f jest

symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu x =1y, co oznacza, ze funkcja f jest funkcjg odwrotng
do samej siebie.

401. Wyznacz wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktérych funkcja f:R — R

okres$lona wzorem
f(x)=ar+Vaz?+1

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:
Poniewaz f(0)=1 oraz f(1)=a++/2, funkcja f ma szanse byé¢ odwrotna do samej siebie tylko

wtedy, gdy

czyli tylko dla a=—+/2.
Wykazemy, ze funkcja f okreslona wzorem

fl@)=—vV2-2+Va2+1

jest odwrotna do samej siebie.
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Wykres funkcji f jest krzywa! o réwnaniu
y:—\/i-ahL\/m,
czyli
y+V2 r=va2+1. (V)
7, powyzszego rOwnania wynika
y+o=val+l—(V2-1)-2>va2+1-(V2-1)-|2| > V22— (V2-1)-|z| =
=z|— (V2—1)-|a| = (2= V2) - |z| >0,
natomiast z podobnego rownania
y+vV2-x=—Va2+1 ()
dochodzimy do
ytr=—val+1-(V2-1)-2< Va2 +1+(V2-1) Jz| < —Va?+ (vV2-1) - |z| =
=—lz|+(vV2-1)-|2| = (V2-2) |2 <0.

Podsumujmy:

y+vV2-x=vVal+1l = z+y>0

oraz

y+v2-x=—Va2+1 = 2+y<0,

a wiec w réwnaniu

y+v2 x=+va2+1
znak "+” jest taki sam jak znak liczby x+y.
Idea powyzszych oszacowan jest nastepujaca: W wyrazeniu
+Va2 41— (\/5 — 1) T,
ktore jest rowne sumie x+y, pierwszy sktadnik ma wieksza wartos¢ bezwzgledna niz drugi, a wiec

znak calego wyrazenia (czyli znak x+y) bedzie taki sam jak znak pierwszego sktadnika, czyli jak
znak " £".

Zatem réwnanie () wykresu funkeji f mozna podnie$é do kwadratu uzupehiajac je nieréw-
noscig x+y >0, gdyz nieréownos¢ ta wymusza, aby pierwiastek byl ze znakiem plus, a nie minus.

Otrzymujemy kolejno
PAV2 ay+20 =22 +1, x4y>0
y2+2\/§-xy+x2:1, r+y>0

7, uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f jest
symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y =z, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja odwrotng
do samej siebie.

Odpowiedz: Jedyng wartodcia parametru spelniajaca warunki zadania jest a = —v/2.

17 uzyskanej w dalszej czeéci rozwigzania postaci réwnania tej krzywej mozna stwierdzié¢, ze krzywa ta jest
hiperbola. A dokladniej jest jedna galezia hiperboli, podczas gdy druga galaZ jest opisywana przez réwnanie ().
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402. Wyznacz wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktérych funkcja f:R — R

okres$lona wzorem
flz)=ax+Va2+2

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Identyczne jak w zadaniu poprzednim, gdyz zmiana 1 na 2 pod pierwiastkiem nie wpltywa na tok
rozumowania.
Odpowiedz: Jedyng wartodcia parametru spelniajaca warunki zadania jest a = —v/2.

W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja f:R—R
okreslona wzorem
f(z)=alz|+bx

spehia dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnos$¢ f(f(x)) =z, czyli jest odwrotna do samej siebie.

403. a=1, b=—v2 404. a=-1, b=—v2
405. a=2, b=—5 406. a=-2, b=—5
407. a=3, b=—+10 408. a=-3, b=—+10
409. a=3/4, b=-5/4 410. a=-3/4, b=-5/4
411. a=4/3, b=-5/3 412. a=-4/3, b=-5/3

413. Wiadomo, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podanymi nizej
wzorami i wykresami funkcji na kolejnych stronach. W kazdym z zadan 413.a-413.j podaj numer
rysunku, na ktérym znajduje sie wykres funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem.

Przypomnienie: {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.

413.a. f(z)={|z]} 5 413.b. f(z)={z}* 1
413.c. f(z)={|z|}* 4 413.d. f(z)=/{z} 8
413.e. f(z)=\/{lz]} 7 413.£. f(x)={/lzl} 6
413.g. f(z)=3{z} 9 413.h. f(z)={¥z} 10
413.4. f(z)={z}" 2 413.j. f(z)={lz|}" 3
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