Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Kolokwium nr 5: czwartek 4.12.2025, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-443.
Cigglos¢ funkcji.
Zadania komputerowe do samodzielnego rozwigzania
z wykorzystaniem rysunkéw w Desmosie!.

414. Dla ktérych liczb naturalnych parzystych n wykres funkeji
flz)=2"
przecina w naszym Wszech§wiecie wykres funkcji
g(z)=a"+4,
jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm? Przyjmij promiein Wszechdwiata réwny 102 cm.

Najpierw sprobuj to oszacowaé¢ przyjmujac 2%~ 1000, a potem sprawdZ to na rysunku 9 do-
bierajac eksperymentalnie warto$é¢ n. Zwrdé uwage na skale logarytmiczng na osi y.

415. Udowodnij, ze rownanie
22 =257? - cosx

ma co najmniej 10 rozwiazan rzeczywistych.
Zrob odrecznie rysunek ilustrujacy to zadanie, a nastepnie poréwnaj z rysunkiem 10.

Zadania do oméwienia? na éwiczeniach w czwartek 27.11.2025 i pigtek 28.11.2025.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢éwiczeniami !!!

416. Dana jest funkcja f:R —R okre§lona wzorem f(z)=+v/22+ 10%. Dowieéé, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé

[z —y|
|f($)—f(y)’<7-

417. Dana jest funkcja f: R — R okreslona wzorem
flx)=Vat+l.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|f(x) = f)<|z—y|.

418. Dana jest funkcja f:R—R okreslona wzorem f(x)=v/z4+108. Dowies¢, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosc¢

|z -yl
(@) = f)l < 5~

1Linki do rysunkéw znajduja sie na stronie wyktadu.
2Zadania podobne do wczeéniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnoéci.
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419. Niech funkcja f:[1, co) — R bedzie dana wzorem f(z)= "¥z.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y]
@) =l < 5~

1
420. Niech funkcja f:[3, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)= —;. Dowieé¢, ze dla dowolnych
x

liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé

|z —y|
(@)=l < =~

b
Ve

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, co) zachodzi nieréwnosé

[z —yl
[f (@)= Fw)l < g

421. Niech funkcja f:[16, co) — R bedzie dana wzorem f(x) =

1
422. Niech funkcja f:[8, 0c0o) — R bedzie dana wzorem f(z)=—.
x

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, o) zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)I<C-z—yl.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.

423. Niech funkcja f:[25, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/z.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé

@)= fW)| <C-fz—yl.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.

424. Dla funkcji f: (0, oo) — R okreglonej wzorem f(z) = 2? wskazaé¢ odpowiednie liczby rze-
czywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nieréwnosé

|f(x) = f(y)| > 100 [z —y].

1
425. Dla funkcji f: (0, oo) — R okreslonej wzorem f(z) = — wskazaé¢ odpowiednie liczby rze-
x

czywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nieréwnos¢

|f(z) = f(y)]>100- |z —yl.

426. Dana jest funkcja f: R — R okreslona wzorem
flz)=vax24108.
Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodni¢ nieréwnosé

|f(x) = f(y)]>0,6-|z—yl.
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427. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nie-
réwnosé
|f (@)= f(y)| <10-]z—yl,
a dla kazdych liczb rzeczywistych x, y speliajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fW)l <|lz—yl|.
Dowiesé¢, ze

|£(6) = f(0)] <50.

428. Dana jest funkcja f:R — R speliajgca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R
oraz
|f(z+5)—f(x)] <5 dla dowolnego z € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwéch nieréwnosci:
|f(8)—f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
|f(8)—f(0)]<30. (wersja trudniejsza)

429. Dana jest funkcja f:R — R spelniajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R
oraz
|f(z4+10)— f(x)] <10 dla dowolnego z € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwoch nieréwnodci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
| f(17)— £(0)] <50. (wersja trudniejsza)

430. Dana jest taka funkcja f:IR — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniony jest
warunek

|f(z) = fy)| < (z—y)*.

Dowiesé, ze wowcezas f jest funkcja stala.

431. Dana jest taka funkcja f:R— 1R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y spelniony jest
warunek

[f (@) = fy) <Jz—y[H

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stala.

432. Dana jest taka funkcja f:R— R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y spelniony jest

warunek .

\f(ﬂﬁ)—f(y)Km'

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stalg.
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433. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
flx)= /4211016 .

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
’f(l’)—f(y)Km-

Opisa¢, jak wyglada wykres funkcji f.
434. Dowies¢, ze rOwnanie cosx = ma co najmniej jedno rozwigzanie.
435. Dowieéé, ze réwnanie cosz = x? ma co najmniej dwa rozwigzania.

436. Dowied¢, ze rOwnanie
2%9% 4 1 = 2025

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

437. Dowiesc¢, ze rownanie
1000090 4+ 9 — (1,000001)*

ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢ moze niepotrzebnie duzy)
przedziat, w ktorym znajduje sie rozwigzanie.
Jak wygladaja wykresy obu stron réwnania jako funkcji zmiennej z 7

438. Rozwazamy funkcje f:[0, 0o) — R okreslona wzorem

fla)=Va.

Udowodnié, ze funkcja f nie spetnia warunku Lipschitza®.

439. Udowodni¢, ze funkcja z poprzedniego zadania jest jednostajnie cigglta. W tym celu udo-
wodni¢, ze dla kazdych x,y > 0 zachodzi nieré6wnosé

|f (@)= fF)l < ]z—y].

Jak wyglada dobér § do e w definicji (jednostajnej) ciagtosci?

Jak wyglada dobdr § do e w definicji (jednostajnej) ciagtosci dla funkcji f:R — R, o ktérej
wiemy, ze dla kazdych z,y € R zachodzi podana nieréwnosé?

440. |f(x)— f(y)| <3-\/|z—y| 441. |f(z)— f(y)|<5- |z —y|
442. |f(z) = f(y)| < |z —y| 443. |f(x) — f(y)| <512- |z —y[**°

3Méwimy, ze funkcja f spelnia warunek Lipschitza, jezeli istnieje taka stala C, ze dla kazdych z,y € D zachodzi
nieré6wnoéc

[f(@) = f)I<C-le—yl.
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