Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

416. Dana jest funkcja f:R—R okreslona wzorem f(x)= v/22 +10%. Dowies¢, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

7 —
) - sl < 2
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skroéconego mnozenia
at=b' = (> =) (a®+ %) = (a—b)- (a+b)- (a® +%) |
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*—b*
(o 0)- (@ +02)
Przyjmujac a= v/22+ 10* oraz b= /4% + 10%, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztalcamy lewa strone
dowodzonej nieréwnosci:

a—b=

F@) = Fl)| = Va2 4100 = 7 +101| =
B (22 4+10%) — (y* +10%)
(Va?+107 + V2 +10%) - (Va2 + 107+ /2 + 107)
2% =] _
(Va2 +10%+ 32+ 107) - (Va? + 107 + /> +107)
_ [z =yl |z +y|
(Va?+107 + V2 +10%) - (Va2 + 107+ +107)

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |z| = Va2 otrzymujemy:

oyl <o+ |yl = Va2 +\Jy? < a2+ 100+ 1100,

skad
ERal

Va2 +10%+/y2 + 10

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< = =,
V21044 Y2108 V0+1044+ v0+104 10+10 20
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-|z+y] _
(Va2 +10%+ Vo2 +107) - (Va2 + 10" + /32 + 107)
Va2 1044 Y2107 Va2 +10% 4 /42 + 107 20 20

417. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem

flz)=Vat+1.
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Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢
[f (@)= Fy)l<lz—y].
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
at—b' = (a® =) - (a’+°) = (a—b) - (a+b)- (a®+b°) ,
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*—b*
(a+b)-(a2+0%)

a—b=

Przyjmujac a = v2*+1 oraz b= y*+1, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy lewa strone

dowodzonej nieréwnosci:

@)= )] =|VaT+T- iy +1|=
' (x*+1)—(y*+1)
(Var 1+ Vy™1) - (Ve +1+Vy™+1)

i

_ [t~y _
(Var+ 1+ g™+ 1) - (Vo + 1+ +1)
_ |22 —y?| - (2° +4°)
(Vam+1+ ¢y 1) - (VaT+ 1+ +1)
_ [z —y|- |z +y|- (=° +y%)
(VaT+1+ ¥+ 1) (Var - 1+ 1)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = Vit otrzymujemy:

z+y| < ||+ |y = Vet + Jyt < Vot 1+ Yyt +1,

skad
[z 4y
Val+ 1+ YT+ 1
Podobnie, wykorzystujac réownoséé 22 = v a4 otrzymujemy:

Pyt = Vel < Vet 14yt + 1,

<1.

skad

2 +y?

Vot + 1+t 41
Potgczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z =yl [z +y|-(2*+y?)

(Vam+1+ Yy 1) - (VaT+ 1+ +1)

eyl |z +y| . 2% +y?
Vat+ T+ V™1 Vol +1+Vy™+1

<1.

<lr—yl-1-1=|r—y|.
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418. Dana jest funkcja f:R—R okreslona wzorem f(x)=v/z4+108. Dowies¢, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
_ <z I
)~ F)l <
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a®—b* = (a'=b") - (a' +0") = (a* = b7) - (a®+17) - (" + ") =
=(a—0b)-(a+0b)- (a2+b2) : <a4—|—b4) ,

ktory przy zatozeniu a+0b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci

a®—b®

(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*)

Przyjmujac a= v/z* + 108 oraz b= /y*+ 108, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztalcamy lewq strone
dowodzonej nieréwnosci:

a—b=

£~ F(w)] = [T T 10— i+ 10 =
(z14+10°%) — (y* +10%)
(VaT+108 + /y™+10°) - (Var+ 108 + v/y™+ 10°) - (Vo' + 108+ /y "+ 10F)
_ |2 — o] _
- (Va 105+ Yy +10°) - (Va'+ 105+ Vy T+ 10°) - (Vat + 108 + /y "+ 105)
_ |z —yl|- |z +y|- (2*+y°)
(Var+108 4 /y™+10°) - (Var + 108 + V/y™+ 10°) - (V' + 105+ /y"+ 10F)
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac rownosé |z| = Vat otrzymujemy:

oyl < ||+ |y| = Vat+ fyt < VaT+ 108+ {fy* + 108,

skad
[z +y|

Vat+ 108+ vy + 108
7Z kolei réwnosé 2% =/ a* prowadzi do:

22y =Vt \Jyt < VT 108+ /yt+ 108,

skad
© ty <1
Vot 4108 +/yt + 108

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
< pu— == — . 4
V105 + Yy + 108 Y0+105+v0+108 10+10 20 (4)

Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) 1 (4) do (1) pozwala dokoriczy¢ oszacowania:
[z —yl-lz+yl-(°+y*) _
(Vat+108 + y™+10°%) - (Va'+10° + /y*+10°%) - (Vat + 108+ /y"+ 108)
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~lz—yl- 1 _ [z +y| . -y’ B
N 10+ S T 10 Vi 10+ Vg r 108 Vo 10+ Vg £ 108
1 [z =y
<lg—y|-—1-1= .
<lz=yl-55 20

419. Niech funkcja f:[1, co) — R bedzie dana wzorem f(z)= "¥z.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
@) = Fl < 5~

Rozwigzanie:

Przeksztalcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci stosujac czterokrotnie wzér na roéznice kwa-
dratéw!, a nastepnie szacujemy korzystajac z nieréwnosci x, y > 1:

) —| 1/ — 16/y| = v =y
@)= fy)l =] Ve = 1y (Wz+ wy)- (Vo + 5)- (Va+ 37)-(Va+ 7)) )
|z =y _ eyl

<<1\6/T+ 1%),(%+§/T).(%+{*/I).(\/T+\/T>_ 16 7’

co konczy dowdd danej w tredci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 1.

1
420. Niech funkcja f:[3, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)= —;. Dowieé¢, ze dla dowolnych
x
liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé

[z —y]
(@) = fy)l < 5

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nierownosci z, y > 3:

3 €T — . J;Q T 2
@)= f) =~ _ e~y (xg; y+y°)

Y-

T y3 1’3y3

x? Ty 1> 1 1 1
o=l (G o)l () <

1 1 1 3 1 Jz—y| _|or—yl
<!w—y!-<34+34+34>:\x—y\-y:|x_y|.33: o7 S 25

co konczy dowod danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 3.

b
Vo

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, co) zachodzi nieréwnosé

[z —y|
(@) = FWI< g

'Mozna réwniez zastosowaé ogdlny wzér na réznice n-tych poteg dla n = 16.

421. Niech funkcja f:[16, co) — R bedzie dana wzorem f(z)=
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Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwnosci x, y >

16:

TRy S N i B L
Ve o yyl ey ey (Ve i)
_ |z —y| |z —y| _
Y (et 40) (it ) - V616 (VT6+ 416) - (VI6+v/I6)

|z —y| =yl

4-(2+42)-(4+4) 128

co stanowi dowod danej w treéci zadania nieréwnosci dla dowolnych x, y > 16.

1
422. Niech funkcja f:[8, 00) — R bedzie dana wzorem f(x)= —.

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, o) zachodzi nieréwnosé
[f(@)=fI<C-Jz—yl.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy i szacujemy lewsg strone dowodzonej nieréwnoéci korzystajac z nieréwnosci z, y > 8:

L1 e—yl _lz—yl _lz—yl _l|z—yl
xT)— = | —|= < - < )

co stanowi dow6d danej w tredci zadania nieréwnoscei dla C'=1/60 i dowolnych z, y > 8.

b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.

Rozwigzanie:

Dla =8 oraz y =9 mamy |z —y|=1 oraz

1 Jz—yl

_ = >

)= F@) = > Y

wskazaliSmy wiec przyktad liczb z, y>8, dla ktérych dana w tresci zadania nierownos¢ jest falszywa
przy C' =1/80.

Nie jest wigc prawda, ze ta nier6wnosé zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [8, 00).

423. Niech funkcja f:[25, oc0) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/z.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé
[f(@)=fI<C-Jz—yl.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwnosci x, y >

25:

[z~ |z —y| lz—y| |z—y
|f(x)_f(y>|:}\/§_\/§‘:\/z+\/§<\/%-i-\/%: 5+5 = 10

Lista 5R (czesé 1) - 198 - Strony 194204



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

co stanowi dow6d danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/10 i dowolnych z, y > 25.
b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.
Rozwigzanie:

Dla z =25 oraz y =36 mamy |z —y| =11 oraz

eyl eyl
[f@) = fl=1="—7"> "5

wskazaliSmy wiec przyktad liczb x, y > 25, dla ktorych dana w tresci zadania nieréwnosé jest
fatszywa przy C'=1/12.
Nie jest wiec prawda, ze ta nier6wnosé zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y €25, 00).

424. Dla funkcji f: (0, o0) — R okreglonej wzorem f(z)=2? wskazaé¢ odpowiednie liczby rze-
czywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nieréwnosé

[f(x) = f(y)| > 100z —y].
Rozwigzanie:
7, réwnosci

f(@) = fW)] =] —y*| = (z+y) [z —y]

wynika, ze warunki zadania spelnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich z, y
spetniajacych warunek
x+y>100.

Mozemy wiec wskaza¢ z =50, y=>51.

1
425. Dla funkcji f: (0, oo) — R okreslonej wzorem f(z) = — wskazaé¢ odpowiednie liczby rze-
x

czywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nieréwnosé
|f(z) = f(y)| >100- |z —y].
Rozwigzanie:

7, réwnosci
1 1 1

@) =5 =| ;== o=y

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich z, y
speliajacych warunek

1
— > 100,

xry
czyli
- 1
T —.
Y= 100

Mozemy wiec wskazaé¢ z=1/10, y=1/11.

426. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem

flz)=vaz24108.
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Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych x, y udowodni¢ nierownosé
|f (@)= f(y)]>0,6-]x—y|.

Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru na réznice kwadratow prowadzi do

|22 —y?| |z +y
x)— = =|zr—yl- .
@)= )l Va2 +108+ /% + 108 v =yl Va2 +108 +4/y*+ 108
Dana w tresci zadania nieréwnos¢ bedzie spetniona, jezeli x #y oraz
[z +y|
>0,6. 1
Va2 4+ 108 +/y2 4+ 108 @

Dla uzyskania nieréwnosci (1) wystarczy przyjaé, ze x i y sa réznymi liczbami rzeczywistymi
dodatnimi spetniajacymi warunki
x>0,6-Va2+108 (2)

y>0,6-/y2+108. (3)

Przeksztatcanie nieréwnosci (2) prowadzi (przy zalozeniu dodatnioéci x) do nieréwnosci réwno-
waznych:

oraz

2 >0,6%-2°40,6%-10%,
0,64-22>0,36-10%,
x2>0,36-1o8
0,64 '
x2>36-108
64
6-10*
g
3-10*
1
x> 7500 .

x>

T >

Analogicznie nieréwno$é (3) jest réwnowazna nieréwnosci y > 7500.

Dana w tresci zadania nieréwnosc¢ jest wiec prawdziwa dla dowolnych réznych liczb rzeczywi-
stych x, y wiekszych od 7500, np. dla x =7501 i y="7502.

427. Dana jest taka funkcja f:R — R, Ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nie-
ré6wnosé
[f(x) = f(y)| <10- [z —y],
a dla kazdych liczb rzeczywistych z, y spetiajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nieréwnosé
[f (@) = fW)l<lz—yl.
Dowies¢, ze

|£(6) = f(0)] <50.
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Rozwigzanie:

Teza zadania wynika z nastepujacych nieréownosci, wykorzystujacych nierownosé trojkata oraz
zalozenia o funkcji f:

|£(6) = f(0)|=1£(6) — f(10)+ f(10) — f(O)[ <[ f(6) — f(10)[+[£(10) — f(0)| <
<10-|6—10/+]10— 0| =40+10="50.

428. Dana jest funkcja f:R — R speliajgca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(z+5)— f(x)| <5 dla dowolnego z € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwoch nieréwnodci:
|f(8)—f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
| f(8)— £(0)] <30. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|f(5) = f(0)| <5
oraz
£ (8) = f(5)[<10-[8—5]=
Korzystajqc z nier6wnosci tréjk@ta oraz z powyzszych dwéch nierownosci otrzymujemy
£(8) = F(0)[=|(£(8)=F(5)) + (f(B)—F(0))[ < f(8)=F(5)| +] £ (5)—f(0)| <30+5=35,
co konczy rozwigzanie zadama.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

1f(5) = f(0)[<5,
£(10) = F(5)[<5

oraz

|£(8) = f(10)] <10-|8—10] =

Korzystajac z nieréwnosci tréjkegta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
1£(8) = F(0)|=[(£(8)=£(10)) + (£(10)~£(5)) + (£ (5) —£(0))| <
<|f(8 ) (10)|+\f(10) FO)+[f(5)=f(0)]<204+5+5=30,

co konczy rozwigzanie zadania.

429. Dana jest funkcja f:R — R speliajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R
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oraz
|f(z+10)— f(x)| <10 dla dowolnego x € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)| <50. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|£(10) = f(0)[ <10
oraz
|f(17)— f(10)| < 10-|17—10| =
Korzystajac z nierownosci tr()jk@ta oraz z powstzych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
FA7) = FO) =|(f17)=F(10)) + (f(10)=£(0)) | <
|f(17) (10)|+|f(10) f(0)]<704+10=80,

co konczy rozwiazanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

| £(10) = £(0)| < 10,
| £(20) — f(10)| <10

oraz

F(17) = £(20)] < 10-]17—20] =
Korzystajac z nieréwnosci tr(’)jk@ta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy

|F(17) = £(0)] = | (£(17) = £(20)) + (£(20) = £(10)) + ( £(10)— £(0))| <
\|f(17) (20)|+|f(20) (10)|+|f(10)—f(0)|<30+10+10:50,

co konczy rozwigzanie zadania.

430. Dana jest taka funkcja f:R— R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y spelniony jest

warunek
f(2) = f(y)| < (z—y).

Dowiesé, ze wowcezas f jest funkcja stala.
Rozwigzanie:

Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste x, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

- —Z —X —X
tozl', tl—l'—i-L, tQZ.T—i-ZL, t3:I+3L, t4:$+4y s
n n n n
y—x
n

o tep=at (=2 i =at(n=1)- 8t =2t

Powyzsze punkty dziela odcinek osi liczbowej od x do y na n réwnych czesci.
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Woéwczas na mocy zatozenia o funkcji f zachodza nieréwnosci

0= F < o-nf = (LF) = E2,

£ =S < - = () _ @y

Korzystajac z nieréwnosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f(x) = f(y)l =
=[(f (to) = f (1)) +(f (1) = f (t2)) + (f (t2) = [ (t)) 4. + (S (tn1) = f (£0))] <
<Uf (o) = F OIS (1) = f () |+ 1 (L) = F )|+ -+ f () = [ (E0)] <

(@-y)® (@-y)* (2= )ZJr L lemy)? (@-y)

<

Otrzymalismy wiec nier6wnosc¢
(z—y)?

[f (@)= fy)l <

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nierownosci jest nieujem-
na i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie male wartosci dodatnie, otrzymujemy
|f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest funkcja stata.

431. Dana jest taka funkcja f:IR — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniony jest

warunek
|f(z) = fy)| <]z —y[".

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stalg.
Rozwigzanie:
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste x <y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

— — X — X — X
tozw, tlzl’—i-L, tQZI‘—FZL, t3:$+3L, t4:13—|—4y s
n n n

n
cey tn—2:$+(n_2)%7 tn—lzx‘{'(n_l)%v tnzx‘l‘ny;m

Powyzsze punkty dzielg odcinek osi liczbowej od & do y na n réwnych czesci.
Woéwcezas na mocy zatozenia o funkcji f zachodza nieréwnosci
1,001

_ .\ 1,001 _
\f(to)—f(tl)\<(to—t1)1’°°1:(“) :%,

n
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1,001 1,001
1,001 Yy—x (z—y)"
F) =T (- = () SO
1,001 1,001
1,001 Yy—x (z—y)"
F) -l < ()™ = (28]

1,001 1,001
1,001 y—x (z—y)"
’f(tan) _f(tnfl)‘ < (tnf2 _tnfl) = ( > - W ’

F () = F ()] < (tamy — 1) = (y_) P
Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f(z) = fy)| =
= |(f (to) = f (£2)) + (f (t1) = f (22)) + (f (b2) = f (83)) + ..+ (f (fn1) — f ()] <
<SS (o) = f D+ (@) = f @)+ f () = F ()| +. .+ (ta1) = [ ()] <
(z—

)1 ,001 (flf—y)l’OOl (ZL'—y)l’(]Ol (x_y)l,001 B (ZL‘—’y)l’OOl

< + + +..+ =
nl 001 nl,OOl nl,OOl nl,OOl nl/lOOO

Otrzymalismy wiec nieréwnoscé
1,001

@) - f)l <

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest nieujem-
na i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie male wartosci dodatnie, otrzymujemy
|f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest funkcja stala.

432. Dana jest taka funkcja f:R— 1R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y spelniony jest
warunek

Dowiesé, ze wowcezas f jest funkcja stala.
Rozwigzanie:

Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste z <y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy z, =y-+n.
Wowecezas na mocy zalozenia o funkcji f oraz nieréwnodci tréjkata otrzymujemy
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prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest nieujem-
na i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie male wartosci dodatnie, otrzymujemy
|f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest funkcja stala.
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