Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Kolokwium nr 6: czwartek 18.12.2025, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-616.

Zadania do oméwienia' na éwiczeniach
w czwartek 4.12.2025, pigtek 5.12.2025, czwartek 11.12.2025 i piatek 12.12.2025.

Zadania nalezy sprébowacd rozwigzaé przed ¢éwiczeniami !!!
Granica funkcji.

Zadania komputerowe do samodzielnego rozwigzania
z wykorzystaniem rysunkéw w Desmosie?.

444. Korzystajac z rysunku 11 dobierz eksperymentalnie takie a, aby funkcja

fl@)={z}+a- {2}’
byta ciagta.

445. Korzystajac z rysunku 12 dobierz eksperymentalnie takie a i b, aby funkcja

37 dla <2
flz)=1 ax+b dla 2<z<3
27 dla >3

byta ciggta.

446. Korzystajac z rysunku 13 znajdz eksperymentalnie asymptoty funkcji
f(x) =logz, (8" +16%) .
Modyfikujac wzér na funkcje f zréb to samo dla funkcji
f(z) =logs, (8”3 + 16x> .

447. Korzystajac z rysunku 14 znajdz eksperymentalnie asymptoty funkcji
f(x)= Van+6xn1
dlan=2,3,4,5,6.

448. Korzystajac z rysunku 15 znajdz eksperymentalnie asymptoty ztozenia dwoch egzampla-

rzy funkcji
f@)=Va+r+1,

czyli fo f. Modyfikujac odpowiedni wzorek powtérz to samo dla fo fo f oraz fofofof.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach.

449. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c-{a},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
2Linki do rysunkéw znajduja sie na stronie wykladu.
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W kazdym z podpunktoéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wlasnodci nie istnieja.

a)a=1, b=.......... L C= ... b)a=.......... , b=2, c=..........
c)a=.......... , b= , ¢=3 d)a=2, b=.......... , C= .,
e)a=.......... , b=3, c=.......... a=.......... , b= , ¢=5H

450. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(x) :a-{2x}+b~{x}—|—c-{x+;} :

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wtlasnodci nie istnieja.

a)a=1, b=.......... L C= .. b)a=.......... , b=2, c=..........
c)a=.......... , b= , ¢=3 d)a=4, b=.......... , C= .,
e)a=.......... , b=b, c=.......... a=.......... , b= , ¢=06

451. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

ar’+br+c dla  x<0
{ dr+e dla 0<xr<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wlasnosci nie istnieja.

fx)=

a)a=1, b=2, ¢c=3, d=.. ... ... ... i S T
b)a=1, b=2, c=......c. . o od=4, e= ...
c)a=1, b=... ... ... S O , d=4, e=5
d)a= ... , b=T, =8, d=9, e= ... .. ...
€)a=06, b=T, c= .. ... . A= , e=10
f)a=6, b= ... ... ... , =8, d=9, e= ... ..
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452. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem
f@)=a {z}+0b-3%,
gdzie {x} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {x} wystepuje
w wykladniku potegi o podstawie 3.

Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f okreslona
powyzszym wzorem jest ciagla.

453. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(x):a'{2x}+b~{2x+l}+c~{x}+d~{x—i—;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wtlasnodci nie istnieja.

a)a=1, b=2, c=..... .. s A=
D) Q= Cb=2 =3, dem.
C) A=t s b= , ¢=3, d=4
d) a=2, b=3, C=.. . s oA=L
€) A= i , b=3, ¢c=6, d=...... ... .. ...
a=.....o s b= , ¢=6, d=6

454. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f@)=a{z}* +b{a}* +c{a}+d,
gdzie {x} oznacza czes¢ utamkowa liczby .
W kazdym z podpunktow uzupelnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana powyz-
szym wzorem bytla ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wtasnosci nie istnieje.

A) o ot , b=2, ¢=3, d=4
D) =1, b= , ¢=3, d=4
C) =1, D=2, = , d=4

455. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametrow rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla ktérych
funkcja f:R — R okreslona wzorem

4 dla z<a
f(x):{|x2—5] dla a<z<b
4 dla b<x
jest ciagtla.
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja f:R—R
okreslona podanym wzorem byta ciggta.

456. f(x)= 3 dla a<z<b A= i, , b= ... :

{ logy (#2+7) dla z<a
logy (#2+7) dla  b<=x

logy (#2+7) dla wz<a
457. f(x):{ 4 dla a<zx<b A= i, , b= .. :
logy (#2+7) dla  b<x

logy (z2+7) dla z<a
458. f(:v):{ 5 dla a<z<b A= i, ) b= ... :
logy (#2+7) dla  b<=x

logy (#2+7) dla  wz<a
459. f(x):{ 6 dla a<z<b A= i, , b= .. :
logy (#2+7) dla  b<x

logy (#2+7) dla z<a
460. f(:v):{ 7 dla a<z<b A= i, , b= ... :
logy (#2+7) dla  b<=x

461. Podaé wszystkie trzy pary parametréw (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja f:R — R
okreslona wzorem

r dla zx<a
flx)=42% dla a<z<b
r dla b<x
jest ciagta.
a= ....... T a= ....... , b= ... .. a= ....... , b= ... ..

462. Podaé wszystkie sze$¢ par parametréw (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja f: R — R
okreslona wzorem

6 dla  zr<a
f(x):{|x2—10x+15] dla a<z<b
6 dla.  b<x

jest ciagta.
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja f:R—R

okreslona podanym wzorem byta ciggta.

463. f(x):{ 1
ZC2

464. f(x)= { x

1.2

465. f(z) :{:L'—l—Z
22

l’2

466. f(z) = {a:+6
1.2

1'2

l‘2

2 dla
dla
dla

z? dla
dla

22 dla

dla
dla
dla

dla
dla
dla

dla
467. f(x):{2x dla a<z<b
dla

r<a

a<zr<b

b<zx

r<a

a<z<b

b<z

r<a
a<zr<b
b<zx

r<a
a<x<b
b<«zx

r<a

b<zx

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a < b, aby
funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byla ciggta.

3
468. f(z)=
3
46
469. f(r) =1 642
6
29
470. f(x) =< 642°
29
Lista 6

dla

dla

dla
dla
dla

dla
dla
dla

r<a

64r dla a<<z<b

b<zx

r<a
a<zr<b

b<zx

Tz <a
a<zr<b

b<zx
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartosé¢ granicy funkeji lub granicy niewtasciwej +o0o=o00
albo —oo. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice

) 1\
lim (1—!—) —e.
T—00 x

471. Ili%h log(mi?))x = . 472. xh_%l+ log(\/ﬁ%)a: =
473. xl_i)IJ}loolog(m_g)x = ... 474. xl_l}f_{loo log(\/ﬁ_;%)x = .
475. lim_ (\/ﬁ— 3)96 = ... 476. lim (\/ﬁ— B)m = ..
477, lim_ <\/1_7 — 3)96 = 478. lim_ (\/ﬁ ~ S)m =
479. xEIJPoo arctgr= ............. 480. wl_1)r£100 arctg2r = .............

481. lim arctg (\/1_7— 4) o e

r——400

482. lim arctg <\/1_3— 4) o e

T—+00
. Vr—4 . x—64
483. lim —+—= ... ... ..., 484. lim —= ... .......
264 1 — 64 o—64 \/x — 8
3
) r—4 ) 1/z
485. lim ve-4_ a86. lim 2° = ...
x—64 /1 — 8 x—0Tt
. 1/z . 1/x
as7. lim 2° = .. 488, lim 2% = ...
x—07 T—+00
489. lim 2% = ... 490. lim 2% = ...
x—0t x—0~
491, I 2% =
T—+00
492. lim {logyz}= ............. 493. lim {logyx}= .............
r—16— r—16+
494. lim {loggz}= ............. 495. lim {loggz}= .............
r—16— z—16%1
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496. lim <1+> = ... 497. lim <1+> = ..
Xz X

r—+00 r——+00

1 (x+4)" 1 (x+27)"
498. lim <1+> = ... 499. lim (1+) = ...

T—400 v r—+00 xr

x x
43

4
500. lim 25" —= . ... ... .. ... . ... 501. lim 3% = . ... ... ...... ...

r——00 T——00

T

5O2. LI 4% o

Tr— —00

503. lim (log2 (m+32)—log2(x—|—4)): ...................................................

T——+00

504. lim <log2 (32x+1)—1og2(x+4)>: ..................................................

T——+00

505. th—iI-loo (log2 (32z+1) —log, (4z+ 1)) e

T—+00 x

1 VAaz2+1 4 Vaz2+1
506. lim (1—!—) = . 507. lirll <1+> = .
xT

1 vV 4:)32+1
i (1+4)

508. lim <1 +—

510. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem

f(2)= Vo TP 122

511. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z)= Vit + 43+ 622 +1.

Uwaga: Treéé¢ zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma by¢ tak jak jest napisane.

512. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z)=x+ Vb a7+ 25+ 7.
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513. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
f(z) =log, (2" +87).

Wyznaczy¢ wartosci granic ciagow:

514. lim <> 515. lim ( 516. lim [ ————
n—oo\n+1 n—oo \ n+ 2024 n—co \ 2024n+1
2024 n 2024 n 2024
517. lim 518. lim | —— 519. lim | ————
n—oo n—oo \ n+ 2024 n—oo \ 2024n+1

=0 \ 41 n=oo \ p41

523. lim

n n 2024n n n/2024
520. lim ( ) 521. lim () 522. lim <>

n—oo n—oo

524. lim (1+f)n 525. lim (1—3>
n n

526. Obliczy¢ granice ciggu

) ( 14n+1\"
lim (a-
n—0o0 15n+1

dla takiej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru a, aby granica byta dodatnia i skonczona.

527. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
f(x) =log, (2 — 2%+ 4267 .

528. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem

f(x):\/m—l—g.

529. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem

flz)=Vad+a2.

530. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem

1.3
fla) =2

- x2—|—5x+4+|x|’

Lista 6 -53 - Strony 46—58



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Pochodna funkcji.

Zadania komputerowe do samodzielnego rozwigzania

z wykorzystaniem rysunkéw w Desmosie?®.

531. Korzystajac z rysunku 16 znajdz prostg styczng do wykresow obydwu funkcji
f(z)=2*+4

oraz
g(z)=2—2%.

Takie proste sg dwie, znajdz je obie.

532. Korzystajac z rysunku 17 zgadnij, czy funkcja

flx)=V¥Var+1-1

jest rézniczkowalna w zerze dla n=2,3,4,5,6,7.

533. Korzystajac z rysunku 18 ustal, ile egzemplarzy funkcji
fla)=—=
€Tr)=
r—1
trzeba ztozyé¢, aby otrzymaé identycznosé. Zignoruj pojedyncze punkty wypadajace z dziedziny.

534. Korzystajac z rysunku 19 ustal, ile egzemplarzy funkcji
r—1

fz) =

trzeba ztozy¢, aby otrzymac identycznosé. Zignoruj pojedyncze punkty wypadajace z dziedziny.

535. Korzystajac z rysunku 20 znajdz prosta styczna do wykresu funkcji
x
f(z)=sinz+ B

w wielu punktach.

536. Korzystajac z rysunku 21 dobierz takie a i b, aby funkcja
fl@)={a}’+a-{z}*+0-{z}

wygladata na rézniczkowalng.

537. Korzystajac z rysunku 22 dobierz takie a i b, aby funkcja

_ || dla |z|>1
f(x)—{ ar’+b dla |z|<1

3Linki do rysunkéw znajduja sie na stronie wykladu.
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wygladata na rozniczkowalna.

538. Korzystajac z rysunku 23 dobierz takie a i b, aby funkcja

f(a:):{ Jr dla |z|>1

ar®+br dla |z|]<1

wygladata na rozniczkowalng.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach.

539. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslonej
wzorem f(x)=+vx2+1.
Uwaga: Nie wolno uzywaé reguty de I'Hospitala lub w inny sposéb omijaé¢ bezposrednie korzystanie z definicji pochodnej.

Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwoch zadan.

540. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslonej
wzorem f(x)= /x na przedziale (0, 400).

541. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslonej
wzorem f(x)= Va8 +1.

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

542. f(z)= Yz F)=........ F8)=........ FRN=.......
1 / _ / _ / _

543. f@):m f)y=....... f2)=....... F3)=.......

544. f(z)=1In(2”+1)+arctg2 f=...... fl@2)=..... f3)=......

545. f(z)=In(2"+1) f)=....... fQ)=...... FB3)=.......

546. f(r)=arctg(a?) f=...... fl2)=....... f'3)=.......

547. f(z) =24z +1 FO)= ... F)=....... F(2)= .

548. f(z)=Va®—z+8 f(=1)= ... F0)=...... F)y=......
1

549. () = s Fl=1)=...... FO)=...... F)y=......
550. f(:):):m Fl=1)=...... FO)=...... F)y=......
551. f(z)=+8x+1 V72241 F)=...... F)=...... F3)=......
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552. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktéra jest styczna do obydwu nastepujacych parabol: para-
boli o réwnaniu y = 2% oraz paraboli o réwnaniu y = 22 —8x.

553. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu nastepuja-
cych parabol: do paraboli o réwnaniu y =22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu y = —x%. Wyznaczy¢
rownania wszystkich fajnych prostych.

554. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu nastepuja-
cych parabol: do paraboli o réwnaniu y =22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu y = 222. Wyznaczy¢
rownania wszystkich fajnych prostych.

555. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=14+z+2Vx.

Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g(e) =f(FfC U ()--))) -
Obliczy¢ ¢’ (100).

556. Rozstrzygnaé, czy funkcja f: R —R okredlona wzorem f(z)= /234 27 jest rézniczkowalna
W zerze.

557. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R—R okreslona wzorem f(z)=v/z%+ 28 jest rézniczkowalna
W zerze.

558. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:IR — R okreslona wzorem
fl)=VVa2+1-1

jest rézniczkowalna w zerze.

559. Wyznaczy¢ taka wartosé rzeczywistg parametru a, ze funkcja f okreslona wzorem

f(x):\/m—1+a~\4/m—l

jest rozniczkowalna w zerze.
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W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f;: R — R podaj wartosci pochodnych

jednostronnych funkcji f; w zerze.

560. fi(z)=VVva2+1-1 0=

561. fo(z) =V V222111 07)= oo
562. f3(x)=VVvai4+4-—-2 207) =
563. f1(z) =/ V822+81—9 07 )= e
564. f5(z) =V V222 +1—1 (0 U
565. fo(z) =V V2 +16—2 O07) = o
566. f7(:n):\/M—3 07)= o

567. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem

f(x)zln(ex—'—l).

61‘ J—
Funkcja g jest ztozeniem 2024 egzemplarzy funkcji f:

g(w) = fUUC ().

Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E> jest wymierna.

568. Funkcja f: 7 — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem
x

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@) = fUfCFf(2)-))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.

569. Funkcja f:Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem

w
8
w
—_

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@) = fUfCFf(2)-))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.
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Obliczy¢ pochodna funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Podaé¢, w jakim zbiorze istnieje
pochodna.
Uwaga: {z} oznacza czes¢ utamkows liczby .

1 R 20
33 5

570. 32% —5x 41 571 (Vz+1) (ﬁ_1> 572 1 573. (2°+1)

574. (1+v/z) (1+2%) (1+2"/) 575. 211 576. 577. (1+22)%
T — x2+1
1 \3 1 x
578. () 579, ———— 580. 2°*3 581. 107 582. —
1+ 22 1—qx4— 78 ex
22 et 3*

583. 2% (x+1)e” 584. € 585. € 586. 10% 3 587. 2 588. |z|*

1\ 1 e’
589. (\/EJF\/E) 590. z°(2°—8)!/? 591. e***? <x2—x—|—2> 592. i
593. sgn(z) 594. 0 dlaz <0, 2° dla 2>0 595. v dlax <0, 2> dlax>0
7.‘.10
596. ¢! 597. VV1+22—1 598. {x} 599. {z}* 600. e 601. —
602. ¢ dlaz <0, 1+ dlaz>0 603. o7 +¢” 604. (v+¢)® 605. sgn (z° — )
606. arctg (x2023) 607. (arctgz)’® 608. (arctg <x2023))2023
2023 2 x? x? eeex

609. (arctg (2> +2023)) 610. (:1: + 1) 611. T 612. €

1.2023 0093 666/ 57 :L.666
613, — 614. 615. Va3 +1 616. ——
2666 1 1729 Ve S a1 1
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