Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

449. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f@)=a- {220} +b-{22}* +c-{a},
gdzie {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-

wana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wlasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢=0 b)a=-2, b=2, ¢=0
c) a=NIE, b=NIE, ¢=3 d)a=2, b=-2, ¢c=0
e)a=-3, b=3, ¢c=0 f) a=NIE, b=NIE, c¢=5

450. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
1
f(z) :a-{2x}+b~{x}+c-{x+2} ,

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéow uzupelnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta ciagglta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wtasnodci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c=-1 b) a=-2, b=2 ¢=2
c)a=-3, b=3, ¢c=3 d)a=4, b=—4, c=—4
e)a=-5, b=5 c¢=5 f) a=—6, b=6, c=6

451. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ar’+br+c dla  1<0
{ dr+e dla 0<xr<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jedli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wlasnosci nie istnieja.

fz)=

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3
b)a=1, b=2, c¢=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, ¢=5, d=4, e=5
d)a=2, b=7, ¢=8, d=9, e=8
e)a=6, b=7 ¢=10, d=13, e=10
f) a=6, b=3, ¢=8, d=9, e=8
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452. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem
f@x)=a-{z}+b-31}

gdzie {x} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {x} wystepuje
w wykladniku potegi o podstawie 3.

Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f okreslona
powyzszym wzorem jest ciagla.

Rozwigzanie:
Funkcja f zalezy od {z}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagta we wszystkich
punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadac¢ ciggltos¢ funkcji f w punktach catkowitych, a wobec
jej okresowosci, wystarczy zbadaé ciagtos¢ w punkcie 1.

Poniewaz
lim f(z)=a+3b

r—1—

oraz

lim_f(x)=f(1)=0,

funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciaglta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.

453. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(x)—a'{2x}+b~{2x+l}+c~{x}+d~{x—ké},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f zdefinio-
wana powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rzeczywiste o zadanej
wtasnodci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢c=-3, d=-3
b) a= -5 b=2, ¢=3, d=3
¢)a= NIE, b= NIE, c¢=3, d=4
d)a=2, b=3, ¢c=-5 d=-5

e)a=-9, b=3, ¢c=6, d=6
f) a= dowolne, b= —-6-a, c=6, d=6

454. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem
f(x)=a{z}? +b{x}* +c{z}+d,
gdzie {x} oznacza czes¢ utamkows liczby .
W kazdym z podpunktow uzupehij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana powyz-
szym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wlasnosci nie istnieje.
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a)a=-5 b=2, ¢=3, d=4
b)a=1, b=-4, ¢=3, d=4
c)a=1, b=2, ¢=-3, d=4

d)a=1, b=2, ¢=3, d=NIE

455. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametrow rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla ktérych
funkcja f:R — R okreslona wzorem

4 dla z<a
f(:c):{|a:2—5] dla a<z<b
4 dla  b<=z
jest ciagta.

Rozwigzanie:
Oczywiscie funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie réznym od a i b.
Ponadto
lim f(x)=4
oraz

f(a)= lim f(m):’a2—5

r—a™t

Y

skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

4= ‘az — 5’ .
Przeksztalcanie powyzszego rownania prowadzi kolejno do

a’—5=44,

a* =544,
skad a € {-3, -1, 1, 3}.
Podobnie
lim f(x) = v 5|

oraz

F(b) = lim f(z) =4,

r—bt
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
4=[p>-5

czylibe {-3, -1, 1, 3}.

Zatem funkcja f jest cigglta wtedy i tylko wtedy, gdy a,b€{—3, —1, 1, 3}, co w polaczeniu z
warunkiem a < b prowadzi do szesciu par (a, b) spelniajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez pary (-3, —1), (=3, 1), (=3, 3), (=1, 1),
(-1, 3), (1, 3).
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja f:R—R
okreslona podanym wzorem byta ciggta.

456. f(x)= 3 dla a<z<b a= -1, b= 1.

{ logy (z2+7) dla z<a
logy (#2+7) dla  b<=x

logy (#2+7) dla wz<a
457. f(x):{ 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
log, (z2+7) dla  b<=z

logy (#2+7) dla z<a
458. f(a:):{ 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
logy (#2+7) dla  b<=x

logy (z2+7) dla wz<a
459. f(x):{ 6 dla a<z<b a= —V57, b= V5T7.
log, (z2+7) dla  b<=z

log, (z2+7) dla z<a
460. f(a:):{ 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
log, (x> +7) dla b<ux

461. Podaé wszystkie trzy pary parametréw (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja f:R — R
okreslona wzorem

r dla r<a
f(:v):{:173 dla a<z<b
r dla b<x
jest ciagta.
a=-—1, b=0 a=-—1, b=1 a=0, b=1

462. Podaé wszystkie sze$¢ par parametréw (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja f: R — R
okreslona wzorem

6 dla z<a
f(x):{|x2—10x+15] dla a<z<b
6 dla b<zx
jest ciggta.
a=1, b=3 a=1, b="7 a=1, b=9
a=3, b="T a=3, b=9 a="7, b=9
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja f:R—R

okreslona podanym wzorem byta ciggta.

2?2 dla
463. f(:v):{ 1 dla
22

r<a
a<r<b

dla b<zx

2 dla
464. f(x) :{ x dla

x? dla

r<a
a<zr<b
b<zx

z?  dla

465. f(z)= { T+2
2 dla

r<a
a<zr<b
b<zx

2 dla
dla
x? dla

r<a
a<x<b
b<zx

2?2 dla  z<a
467. f(r)={2z dla a<z<b
x? dla b<zx

a= —1, b= 1.

a= 0, b= 1.
a= —1, b= 2.
a= —2, b=3

a=0, b= 2.

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a < b, aby
funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byta ciggla.

2 dla  z<a
468. f(r)=<S 64z dla a<z<b

3 dla b<zx

2 dla  z<a
469. f(r)=< 64z* dla a<z<b

28 dla b<zx

2 dla  z<a
470. f(z)=< 64z® dla a<x<b

22 dla b<zx
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartosé¢ granicy funkeji lub granicy niewtasciwej +o0o=o00
albo —oo. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.

Mozesz wykorzysta¢ granice

471. lim log(mf?))x: —00

r—0t

473. lim log(m_g)x

r—+00

475. lim (\/ﬁ—?))x: oo

r—-+00

477. lim <\/1_7—3>x: 0

r——00

479. lim arctgxr = 7/2

r——400

) 1\
lim (1—{—) —e.
T—00 x

481. lim arctg<\/17—4>a:: /2

r—400

482. lim arctg <\/13—4)x: /2

T—+00
483. i Va—4 1/48
C11MmM /=
r—64 x — 64 /
485. li Vo - 1/3
1M Y =
x—64 /1 — 8 /
) 1/x
487. lim 2% = 1
r—0—
. 21/$
489. lim 22 = 400
z—0T
. 21/x
491. lim 2% = 4
Tr——+00

492. 11111%7 {logyx} =

494. lirl%i {loggx} = 1/3
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472. lim log(\/ﬁig)x: +00

r—0t

474, hm log(\ﬁ 3)T = —00

T——+00

476. hm (\/_ 3) =0

Tr——+00

478. lim (\/1_3—3)95: oo

r——00

480. lim arctg2x = =/2

Tr——+00
484. li r—64 16
1mm ——-
z—64 \/_ 8
. 1/x
486. lim 22 = oo
r—07T
. 1/x
488. lim 22 = o
Tr——+00
. 21/$
490. lim 22 = 9
r—0~

493. x211161+ {log,x}= 0
495. xkﬁ% {loggx} = 1/3

Strony 205-223



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

2 z 3 x

496. lim <1+ ) = ¢ 497. lim <1 + ) = &

r—+00 T r—+00 T

1 (x+4)* . 1 (z+27)"

498. lim (1+— = ¢ 499. lim [1+— =

r——400 T TrT—-+00 x.ﬁlﬁ

437 a*
500. lim 2 =32 501. lim 3% =9
5(1)
502. lim 4% =64
503. lim_ (logy (x4 32) —logy (x+4)) =0
504. zl—l>I—|I-loo (log2 (32z+1)—log, (x—|—4)> =5
505. lim_ (logy (322 + 1) —log, (4x+1)) =3
1 VAaz2+1 4 Vaz2F+1

506. lim <1+) = e? 507. lim <1+> =eB

T—+00 x T——+00 x

2+ 1 z2+4 4
508. lim_ <1+4x> NG 509. lim_ <1+4x> = Ye
510. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
flx)= Vatrad+a2.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2 3.2 2 3.p2
x4+x3+x2:x4+x3+%+ Z :(x2+g> 4:v >0,

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f jest
ciggta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyzanaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

4
o fle) i3 a? x4+x3+x2

a= lim ~—*= lim ———— = lim lim 1+ +—

r—+00 T—+00 €x T——+00 x—>+oo xQ
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b= lim (f(z)—az)= lim (Vai+ao+a?—a)=

r—+00 r—+00
. (2t + 23+ 22) — 2
= hm 1 =
T—-+00 (\/x4+x3+x2+x> . (\/x4+x3+x2+x2>
. 23+ 22
= lim 1 =
z—too (\/a:'4—|—x3+:c2+:v) : (\/$4+$3+SE2+£C2)

1+z! 1 1

— I () (Vide T tel) (D)4 4

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
4_ 44
s —1
(s+1t)-(s2412) "
Wyznaczajac asymptote przy x — —00 pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac zatozenie
7 4

r <0, a w konsekwencji z = —|z| = —Val.
o fe) . Va2 Vattad+a?
a= lim = lm ———= lim — —— =
I——00 €T T——00 —

T——00 1

4 3 2 1 1
. (_ ++): i -1+ Lo )=
z——00 T T

T——00 €T

b= lim (f(z)—ax) :xliIEloo(\/4 x4+x3+x2+x) =

T——00

(et 4+ 2% +2?) —2* B

x3+x2
= lim 7
IH*OO(\/:L’4+JZ3+ZL‘2—[E)-<\/[E4+J}3—|—ZE2+CL’2>
l. ].+{L'_l l 1+x—1
= 1m = 1m —
xﬂfoo(‘vm_l)_(\/erl) xa—oo<é/m_1),(\/m+l)
k4 z? —Vz* Vat
14271 B 1 B 1
C(-1-1)-(1+1) 4

S T e ) (Ve e )

Tym razem skorzystalismy ze wzoru
st—t4

s+t= G- (2 48)

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote ukosna o roéwnaniu y =z + T natomiast

1

w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y = —x — T
Strony 205-223
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511. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem f(z) = Var + 423 + 622+ 1.
Uwaga: Treéé zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma by¢ tak jak jest napisane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
4 462 + 1 =2 + 423 + 422+ 2%+ 1 = ($2+2x)2+2x2+1 >0,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f jest

ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do préby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

f(x) Vi 4ad 622+ 1 , xt+4x3 + 622 +1
27 — lim = lim =

b= lim (f(z)—az)= hI_P (\4/334—1—4933+6x2+1—x):

Tr—-+00

(zt+42° + 622 +1) —2*

@—-+oo ({4/:£4+4a:3+6x2~|—1+x> : (\/x4+4x3+6$2+1+x2>
’ Ax3 +622+1
= lim =
@—-+oo ({4/x4—|—4353+6x2~|—1+x> : (\/x4+4x3+6x2+1+x2>
. 446z 273
—= 1m =
zotoo (YT+dr T+ 62 2+2 *+1) - (VI+do T+62 2z *+1)
4

(14+1)-(1+1)
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
34 _ t4

(s 1)- (2 +£2)

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy r— —00 pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac zatozenie

x <0, a w konsekwencji z = —|z| = —Val.
. flx) Vi 4ad 46211 Vot Ard 462241
a= lim —= = lim = lim i =
T——00 1 T——00 T T——00 —\rh

) A 43+ 622 +1 ) 4 6 1
= lim | — = lim |—y/1+—+—=+—|=—-1.
T——00 x4 T——00 r  x? xt

b= lim (f(z)—ax)= lim (\4/x4—|—4x3—|—6$2+1+x):

r——00 T——00
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i (zt+ 423+ 622 +1) —2*
= 11m —_=
F——00 ({l/x4+4x3+6:v2+1—1:> . <\/m4—|—4az3—1—6x2+1—|—x2)

] dx3 + 622 +1
= lim - =
z——00 (\/x4+4x3+6x2+1—$) : <\/a:4+4x3+6x2+1+x2)

. A46x 4273
= lim —

z——00 [ YA Ar3 162241 Vit 453 211
( r*+4x°4+-6x°+ _1>( x+m{£2+6a:+ +1)

xT

, 4+6x 4273
= lim — - - =
ZT——00 ( Vat+dx346x241 1) . (\/x4+4:c3+69c2+1 + 1)
—Var Vot
) 4462714273
= lim 1 =
w0 (T4 T+6a 24z 1 —1)- (VI+dr T+62 2+ 1+1)
(—=1-1)-(1+1) '
Tym razem skorzystaliSmy ze wzoru
54 _ t4

ST = Ty (2 1)

przy s= vVai+4r3+622+1>01it=x <0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie, a w konse-
kwencji rézne od zera.

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +o00 asymptote uko$ng o réwnaniu y=x+1, natomiast w —oo
asymptote ukosng o rownaniu y=—x — 1.

512. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z) =z + Va®+a7+a0+7.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

23\? 328
x8+:p7+x6+7:<x4+2> +T+7>O’

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f jest
ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

. f(x) x4Vt a2t 47 ) 8 +zT+ab+7
a= lim —* = lim = lim 1+ =
r—+o00 r—+00 €T T—+00 1'8
1 1 7
= lim 1+\E%1+++=1+1:2.
z—-+00 r x2 a8

b=1lim (f(x)—ax)=1lim <m+€/x8+x7+x6+7—2m):hm (\8/338—1—:107+x6+7—x>:

T——+00 T—+00 T—+00
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r (42" +a%+7)—
= lim =
@—-+oo (\/x8+x7+x6+7—|—x) ({1/:158+937+x6+7+.1:2> : <\/x8+x7—|—x6+7+x4)

~ i 28+ 7 B
_Ii+w(¢x8+x7+x6+7+x) (€/x8+m7+x6+7+x2>-<\/m8+x7+x6+7+x4) B

= lim 1+%+rl7
A (i T ke 5o 0) (et A ) (rdrbr i)
1 1
T (I+D)-(1+1)-(1+1) 8

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
88 _ tS
(s+t)-(s2+12)- (s*+t4)

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy £ — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac zatozenie
x <0, a w konsekwencji © = —|z| = — V8.

o fle) . Vb aT+ab+ 7 VS + a7+ 25 +7
a= lim —= = lim = lim [1+ S =
T——00 T——00 €T T——00 — /18

8 7 6 1 1
Cfm (1o gE AT 1—\71+++7 —1-1=0.
T——00 8 T——0 x x? 28

b= lim (f(x)—az)= lim (z+Va5+a7+a547)=

r——00 r——00

’ (42" +2%+7)—
= 1m =
T (\/x8+x7+x6—|—7 a:) ({‘7x8+x7+x6+7+x2) . (\/x8+x7—|—x6+7—|—$4)

i a2 47 B
e o (VaS+aT+a+7—x)- <€/x8+x7+x6+7+x2)-<\/x8+x7+x6+7+x4>_

. 1+14 7
= lim =
z——00 ( VaB¥aT+ab47 _ 1) . ( V44$8+3’72+z6+7, + 1) . <4vr8+z—74+16+77 + 1)

xT

1+14%
— 1' X X —
xi@m(m_l),(mﬂ)(mﬂ)
Vs Vs Vs
; 1+l+l
= 11m
oo (I i o ) (YT i+ o 1) (I i1 5+ S 41)
1 1

T (-1-1)-(1+D)-(1+1) 8
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Tym razem skorzystaliSmy ze wzoru
58 —18
(s—1t)-(s2+12)- (s*+1t4)
przy s=va8 + 17+ 15+ 7>01t=x<0, a wiec w sytuacji, gdy s—¢ jest dodatnie, a w konsekwencji
rozne od zera.

s+t=

1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote ukosna o réwnaniu y = 2z + 3 natomiast
1
w —oo asymptote poziomg o réwnaniu y = ——.

8

539. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji f okreslonej

wzorem f(x)=+vx%+1.
Uwaga: Nie wolno uzywaé reguty de I’Hospitala lub w inny sposéb omijaé¢ bezposrednie korzystanie z definicji pochodnej.

Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwéch zadan.
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na réznice kwadratow otrzymujemy:
_ 71221 2_ .2
Fl@) =t SO S@ o VPFLIZVEREL oo
_ (y—=)- (y+=) . y+x B
= lim = lim =
B T+ B 2-x B T
V1AVl 2221 Va1

540. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslonej
wzorem f(x)= /x na przedziale (0, 400).
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzor na roéznice czwartych poteg otrzymujemy:
— 4/ & _
ymT Y- vmey—x v (Yo ) (Ve ) - (y—x)
I 1 1 1 1
= lim = = = .
= (Vae ) (Ve yg) (Ve do) (Vesve)  (2-90)-2Ve) 4V

541. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslonej
wzorem f(x)= Va8 +1.

Rozwigzanie:
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Stosujac definicje pochodnej oraz pieciokrotnie wzor na réznice kwadratéw otrzymujemy:

4
fl(aﬂ):limM:hm VyFE+1-vat+1 _
y—x y—x Yo —

o y® — a8
T (FE IV 1) (VF T 1+ Va1 (y—n)
4
im (y—2) (y+z)- (" +y?)- (=" +y") _
T (VT VaS 1) - (VST Vas 1) - (y )
 lim (y+2) (2*+y°) (2" +y")
=0 (VYFF T4+ VaS+1) - (VS 1+ VaS+1)
B (r4x)- (22 +22)- (2 +2) B
(VAR 14+ VB 1) (VaS+ 1+ Vs +1)
B 2z -22% - 22 B 227
VS H L 2VaS 1 (284 1)

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

542. f(z)=x f(1)=1/3 f(8)=1/12 f(2n=1/27
543. f(x):m f(1)=—-1/2 f'(2)=—8/125 1(3)=—3/250
544. f(z)=In(2’+1)+arctg2 fl(H=1 f'(2)=4/5 f'(3)=3/5
545. f(z)=In(2"+1) f'(1)=3/2 f'(2)=4/3 f'(3)=27/28
546. f(x)=arctg(z) f(=1 f(2)=4/17 f'(3)=3/41
547. f(v)=v24z+1 f(0)=12 f(1)=12/5 f(2)=12/7
548. f(z)= Va3 —1z+8 f(-1)=1/6 F(0)=—1/12 f(1)y=1/6
549. f(:zc):fl_lM fl(=1)=1/27 F(0)=0 f()y=—-1/27
550. f(:z:):m F(—1)=—1/80 £(0)=1/320 £(1)=—1/80
551. f(z)=+/8x+1-V72+1 f(0)=4 f/(1)=37/6 f/(3)=303/40

552. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych parabol: para-
boli o réwnaniu y = 2 oraz paraboli o réwnaniu y = 2% — 8z.
Rozwigzanie:

Niech (a, a?®) i (b, b —8b) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wykresow
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funkcji okreslonych wzorami f(z) =22 i g(x) =2*—8z. Poniewaz f'(z) =2z oraz ¢'(z)=2x—8,
roOwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie postac
y=[(a)-(x—a)+ fla) oraz y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a* oraz y=(2b—8)-x—b>.
Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te sama prostg, muszg zachodzié¢ réwnosci
20=2b—8 oraz —a*=—b".
7 drugiego rownania otrzymujemy a = +b, a poniewaz pierwsze rownanie daje b—a =470, musi
by¢ a=—b. Stad b=2 oraz a = —2.
W konsekwencji szukana prosta ma rownanie

y=—4r—4.

553. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu nastepuja-
cych parabol: do paraboli o réwnaniu y =22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu y = —x%. Wyznaczy¢
rownania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, —b?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wykresow
funkcji okreslonych wzorami f(z)=2z?+2 i g(x) = —?. Poniewaz

f(x)=2x oraz ¢ (r)=-—2x,
rownanie szukanej prostej ma jednoczesnie postac

y=[f'(a)-(x—a)+f(a) oraz y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-r—a’*+2 oraz y=-2b-x+0b*.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te sama prostg, musza zachodzi¢ réwnosci

20=—2b oraz —a’+2=0.
7, pierwszego rOwnania otrzymujemy b= —a, co po wstawieniu do drugiego réwnania prowadzi do

a==x1 oraz b=7F1.
W konsekwencji istnieja dwie fajne proste, a ich réwnania to

y=2x+1 oraz y=-—-2x+1.

554. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu nastepuja-
cych parabol: do paraboli o réwnaniu y =22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu y = 22%. Wyznaczy¢
rownania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:
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Niech (a, a®>+2) i (b, 20?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wykresow
funkcji okreslonych wzorami f(z)=12%+2 i g(z)=2z% Poniewaz

fl(x)=2x  oraz  ¢'(x)=4x,
roOwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie postac
y=fa)-(z—a)+fla) oraz  y=g'(b)-(z—b)+g(b),
czyli
y=2a-r—a’+2 oraz y=4b-z—2b* .
Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te sama prostg, muszg zachodzié¢ réwnosci
2a=4b oraz —a’4+2=-2".

7, pierwszego réwnania otrzymujemy a = 2b, co po wstawieniu do drugiego rownania prowadzi do
b=41 oraz a ==+2.
W konsekwencji istnieja dwie fajne proste, a ich réwnania to

y=4r—?2 oraz y=—4r—2.

555. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=14+z+2Vx.

Funkcja ¢ jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g(x) = f(ffC fOf()-0)))
Obliczy¢ ¢’ (100).
Rozwigzanie:

Niech f, bedzie zlozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze
fal@) = (Va+n)”.
1° Zauwazmy, ze
fila) = f() = (Va+1)",
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n=1.
2° Zaktadajac
ful@) = (Vatn)”,

otrzymujemy

fari@) = f (fale) = f ((Va+n)") = <\/(\/§+n>2+1>2: (Va+n+1)?,

co konczy zasadniczg czes¢ dowodu indukeyjnego.

Poniewaz g = fig0,

g ()= dci (\/5+ 100)2 =2. (\/§+ 100) :
skad ¢/(100) =11.

1 100 100
_VEF100 100

N O
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556. Rozstrzygnaé, czy funkcja f: R —R okredlona wzorem f(z)= /234 27 jest rézniczkowalna
W zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnej otrzymujemy

f,(O)zlimW:limwzl‘ x3—|—:1;5 vt —hm\/1+x2—1

z—0 xTr — z—0 €T z—0

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze.

557. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R—R okredlona wzorem f(z)= v/z*+ 20 jest rézniczkowalna
W zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnych jednostronnych otrzymujemy

flo)=fO) _ o Vatta® o Vatia® o attal

oty 1 = =
(0 )_xli%h x—0 _xLO"' x _xlio+ Vit _wLOJ’ zt
= lim Vita?=1
oraz
o f(z)—f(0) Vat4ab Vrt4as | Jrtgab
f/(07)= lim = lim m ————= lim i =
e0- T — e—0- T e=0-  —|z] =0~ —/xt
44 .6
= im VT i Vi a=—1
z—0~ T z—0~

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sg rézne, funkcja nie jest tam rézniczkowalna.

Odpowiedz: Funkcja f nie jest rozniczkowalna w zerze.

558. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:IR — R okreslona wzorem
fla)=VVr2+1-1

jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:
h — 4 h2 1 _ 1 - > _
f/(()+) = lim w — lim \/—+ 0 ~ lim \/(\/ﬁ+1) (\/ﬁJrl) _
h—0+ h h—0+ h L h
. 1 1 ]
= lim _ _1

O (VIR T ) (VR T L) V222
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Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

n2
poen v fh)—=f(0) VhZ+1-1-0 L \/(x/h2+1+1)-(\4/h2+1+1) B
A I

1 1 1
= lim — = =

(VIR T L) (VBT ) V22 2

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sg rézne, funkcja ta nie jest rozniczkowalna
W zerze.

559. Wyznaczy¢ taka wartosé rzeczywistyg parametru a, ze funkcja f okreslona wzorem

flx)y=Vval+l-1+a- VAVt 11
jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

Obliczamy pochodna prawostronng funkcji f w zerze:

LW —fO) VR Tt W—h4 ~1-f(0) _

h—0t+ h h—>0+
I h2+ +1+a \L%\/hT+1)(\/hT+1)
= 11m =
h—0t

1

1

= lim . =—

oo | ST WW—HH).(WH) V2
Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

07y = tim LSO VT Tk W—h4 I-1-/(0) _

h—0— h hHO*

. @ (/ (\/W—H)(W—H)
= lim =
h—0— —|h|

. 1 1 a —1—a
= lim | — —a- = .

= T T A, T T S
=0 VR4 C/(\/h4—+1+1)-(\4/h4—+1+1) V2 Vi V2
Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy f/(07) = f'(07), czyli
1+a —1—a

NV

co zachodzi dla a = —1.

Odpowiedz: Podana funkcja jest rozniczkowalna w zerze dla a = —1.
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W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f;: R — R podaj wartosci pochodnych
jednostronnych funkcji f; w zerze.

560. fi(z)=Vvvar+1-1 fi(07)==1/v2 fi(07)=1/v2
561. fo(x) =VV222+1—1 A0 =—1 f01) =1
562. f3(x)=VVvai4+4-2 f007)=—=1/2 f(07)=1/2
563. f4(x):\/ 8x2+81—-9 fi(07)=—2/3 fi(0t)y=2/3
564. fi(a) =V V222 +1-1 0T =—1/v/3 707 =1/v/3
565. fo(w) =V Va?+16—2 fi(07) = —1/ (4v3) fi(0%) =1/ (4v2)

566. fr(x)= V8221813 07 ==(v2)/(3v3) A0 = (v2)/ (3v3)

567. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem

f(x)zln(ex—'—l).

et —1
Funkcja g jest ztozeniem 2024 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=ffF - Ff(2)--))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E> jest wymierna.

Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych

e’+1
Cer—1
e’V —eV=e"+1,

e¥ ,

e’-eV—e"—eV=1.

Poniewaz ostatnie rOwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie z i y, krzywa opisana tym réwnaniem
jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x =y. To oznacza, ze funkcja f jest odwrotna sama
do siebie, czyli f(f(z)) == dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x. W konsekwencji g(z) =x
dlaz>01 ¢ (z)=1. W szczegblnosci ¢’ (\/E) =1 jest liczba wymierna.

568. Funkcja f:Z — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem
x
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Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@) = fFfCFf(2)--)))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu
x

v Vs —1
Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych
5 @
Yy = B_1’
P =2t
T
Poniewaz ostatnie rOwnanie nie zmienia sie przy zamianie x i y, krzywa opisana tym réwnaniem
jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x =y. To oznacza, ze funkcja f jest odwrotna sama
do siebie, czyli f(f(z))=x dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1. W konsekwencji g(z) =z dla z #1,
wobec czego ¢'(z) =1. W szczegdlnosei ¢’ (\/5) =1 jest liczba wymierna.

569. Funkcja f: 7 — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem

w
8
w
—_

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=fUfCFUf(2)-)))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

N :\?’/x3—1:§,/ 1

1——
x 3’
skad

oraz

1 1
fUG@)=1—— s L YT 1= YT
J (F(f()

Z otrzymanej rownosci f(f(f(x))) =z wynika g(z) =2 dla x € Z, co daje ¢'(x) =1. W szcze-
gélnodci ¢’ (\/5) =1 jest liczbg wymierng.
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