Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Kolokwium nr 7: czwartek 22.01.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-717.

Zadania do oméwienia! na éwiczeniach w czwartek 18.12.2025,
piatek 19.12.2025, pigtek 9.01.2026, czwartek 15.01.2026 i pigtek 16.01.2026.

Zadania nalezy sprébowacd rozwigzaé przed ¢éwiczeniami !!!
Pochodna funkcji — zastosowania.

Zadania komputerowe do samodzielnego rozwigzania
z wykorzystaniem rysunkéw w Desmosie?.

617. Na rysunku 24 znajdz eksperymentalnie prosta styczna do wykresu, ktora wyglada na
z grubsza réwnolegta do narysowanej siecznej. Zauwaz, ze w poczatkowej konfiguracji takie styczne
sg dwie. Interesuja nas tylko takie styczne, dla ktérych punkt stycznosci lezy pomiedzy punktami
wykresu wyznaczajacymi sieczng.

Zréb to samo dla innych siecznych i ewentualnie zmienionej funkcji.

618. Na rysunku 25 znajdz eksperymentalnie pozioma prosta styczna do wykresu funkeji
f(z)=a",

czyli (w tym wypadku) ekstremum tej funkcji. Jakie to ekstremum? Jakiej wartosci argumentu
ono odpowiada? Odczytaj z rysunku przyblizenie, a nastepnie wylicz doktadng wartosé.

Odczytaj z rysunku granice (prawostronna) funkcji f w zerze. A co mozesz przypuszczaé na oko-
licznosé granicy (prawostronnej) funkcji f' w zerze na podstawie kierunku stycznej? Skonfrontuj
swoje przypuszczenia z rysunkami 26 i 27 oraz obliczeniami symbolicznymi lub numerycznymi
o duzej doktadnosci.

619. Dla ktorych liczb naturalnych n > 2 funkcja
f(x)=n-sinzx —sin(nx)

osiaga swoje maksimum w dwoch punktach kazdego okresu? Wysnuj hipoteze na podstawie ry-
sunku 28.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach.

620. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
— tghl — to4 —_—.
1301 < arctgbl —arctgd9 < 1201

621. Udowodnié¢ nieréwnosci | )
—<In9—-In8 < —.
g S THeSY

622. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
31 <arctgl3 —arctg8 < TR

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
2Linki do rysunkéw znajduja sie na stronie wykladu.
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623. Udowodnié¢ nieréwnosé

arctgb +arctgl2 < arctg7+arctgl0 .

624. Udowodnié¢ nieréwnosé
26 - 6arctg5 <95. earctgj

625. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
flz)=Vam+m.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nierownosé

|f(x) = f)<|z—y|.

626. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z)=+v102249000.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f(@) = fl<le—yl.

627. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
flz)=v5bx24+125.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé
[f(@) = f)l<2-]x—y|.
628. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flx)=v2x2+2.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
[f (@)= Fy)l<lz—y|.
629. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
f(z)=va?2+9.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé
£~ F) < 5l
630. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem
flo)=-

-
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z~
[f (@) = F)l < S5

631. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem

f(z)=1In (ez + e_z) :
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Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

[f(@) = f)l < le—yl.

632. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem
f(x) zln(x2+1> :
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[f(2) =) <[]z —y|.

633. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
flx)=2"=3-|z+1]

na przedziale [—2, 2] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

634. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(x) :x+’x2—6‘

na przedziale [—4, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

635. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(z) :x—l—’xQ—az—G’

na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

636. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(z)=2% V422 +4r+1

na przedziale [—3, 3] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

637. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é funkeji f okreslonej wzorem
f(x) =v922+ 62+ 1—2?

na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

638. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x)=3x+ ’xs - 9:17‘
na przedziale [—4, V 10] oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sa osiggane.

639. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
flx) =22+ Vat—9822+ T4

na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

640. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(2*+1)

flz)= 9 e +arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza wartosé na przedziale [9, 11].
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641. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].

642. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki sposob, ze
jedna z podstaw walca lezy w pltaszczyzZnie podstawy stozka, a obwod dru-
giej podstawy walca lezy na powierzchni bocznej stozka. Rysunek obok
przedstawia widok z boku, ewentualnie przekroj ptaszczyzng zawierajaca
wspoélna os$ obrotu stozka i walca. Jaka najwieksza objetos¢ moze mieé
walec?

643. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y=01 x=1 oraz pa-
rabolg o réwnaniu y = 2% chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku obok. Jakie najwicksze
pole moze mie¢ taki prostokat?

644. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =01 x =1 oraz
krzywa o réwnaniu y=x* chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku obok. Jakie najwieksze
pole moze mie¢ taki prostokat?

645. Dana jest funkcja f:R— R okreslona wzorem f(z)= v/22+12. Dowies¢, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé

r—y
) - fw) <22,
gdzie C' =6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja tatwiejsza).
646. Dowiedé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnosé /x> V2.
647. Wyznaczy¢ najwieksza wartosé funkeji f: IR — R okreslonej wzorem
f(z)=5sinz —sinbz.
648. Niech f(z)=4cosx+sindz. Poda¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkeji f w prze-
dziale [0, 27).
649. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1In10 ?
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Wskazéwka 1: Podane liczby sg wieksze od 25, a réznig sie o mniej niz 0,02 — nie prébuj
bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(z) = 16arctgr —In (22 +1).

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwieksza wartosé funkeji f na przedziale [0, co).
Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

650. f(Z) = /T — 207

658. f
659. f

B51. (1) =4AvVm — @0
B52. f(T) = 320/@ — %
653. (1) =4vVa — 2707
654. (1) =32/ — 27T o
655. (1) =4va — 12507
B56. f(T) =60/T— 2>
657. f(1) =3va— 160>

(x)

(z)

660. Funkcja f:R— R jest okre$lona wzorem f(z)= S
odwrotng do f, tzn. f(g(z)) =g(f(z)) =z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Podaé¢ wzoér na pochodnag funkcji g. Podaé¢ przyktad takiej liczby wymiernej x > 1, ze liczba
¢'(x) jest wymierna.

. Funkcja g: R — R jest funkcja

661. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
g(x) =2° +x. Obliczy¢ £(0), £/(2) 1 f/(34).

662. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R — R zdefinowanej wzorem
g(x) = 2®+9z. Obliczyé¢ f(0), f/(10) i f/(100).

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkcji f;: R — R
okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub
ulamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech podanych punktach.

663. fi(z)=2%+x g0)=....... a@2)= ... ¢,(130)= .......
664. fr(z)=2"+x g(0)= ... ... gh(2)=....... gh(130)= ..... ..
665. f3(r)=1°+5z gh0)=....... gh6)=....... gh(42) = .......
666. fi(x)=2"+5z g0)= ... ... g6)=....... gi(42)=.......
667. fs(z)=1"+2z B =....... gs(12)= ....... gs(72)= .......
668. f5(z)=1"+4x g(G)=....... gs(16)= ....... gh(80)= .......
669. fr(r)=22°+1 g(3)=....... g(18)=....... g7 =.......
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W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji ¢g; : R — R funkcja f;: R — R jest okreslona

wzorem
fi(gi(x)) = 243z,

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego

warto$ci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

670. g1(z)=2"4+2+6 f8)=....... f16)=.......
671. go(v) =2°+27+3 fo(6)= ...... fr(15)=......
672. g3(z)=22"+x fB)=....... fO8)=.......
673. gu(v) =2 +2+2 f1(2)=....... ()=
674. gs(z)=2"+2z Froy=....... fB)=.......

675. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji

L2200 (20 L2200 J
f(z)=arctg| e +1 + \e& —1 — 1|+ arctgl\e® +1 — \e

2020
-1 -1

na przedziale [10, 50] i okreslié, w ktorych punktach te wartosci sa przyjmowane. Doprowadzié
warto$ci najmniejsza i najwieksza do tak prostej postaci, aby byto widaé, czy sg to liczby wymierne,

czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg(t—1)+arctg (t — 1>

oraz

h(l‘) _ \/eeﬂozo I \/ee$2020 1

676. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 212 —2x—1
flz)= v’
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

677. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—
ST oS dla z#0
flx)= e*—1—zx

A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczyé f/(0) dla tej wartosci parametru A.
678. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
€3 —e? —In(1+x)

flz)= z?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0
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679. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze " —In(142x)

flz)= a?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla 240

680. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —1+x

f(@)={ T+a)
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla 240

681. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e® +1

e —e*
f(z)= ?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

682. Dobra¢ takie wartosci parametrow rzeczywistych dodatnich k i b, aby funkcja f okreslona

wzorem
1—+vVkx+1
2

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

flw) =+

683. Dobra¢ takie wartosci parametrow rzeczywistych dodatnich ki b, aby funkcja f okreslona

Wzorenmnl
flx)=2+1—Vkr+1

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

Druga pochodna i wypuklosé funkcji.

Zadania komputerowe do samodzielnego rozwigzania
3

z wykorzystaniem rysunkéw w Desmosie’.
684. Zaobserwuj na rysunku 29, kiedy styczna lezy (lokalnie) po jednej stronie wykresu, a kiedy
wykres przecina.
Zréb to samo dla zmienionej funkcji.

685. Zaobserwuj na rysunku 30, kiedy cieciwa lezy (w calosci) po jednej stronie wykresu.
Zwrdé uwage, ze dla krotkich cieciw jest to zwiazane z wypuklodcia/wklestoscig funkeji, a dla
dhugich moze by¢ przypadkowe.

Zréb to samo dla zmienionej funkcji.

3Linki do rysunkéw znajduja sie na stronie wykladu.
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Zadania do omdéwienia na ¢éwiczeniach.

686. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

flx)=Inzr—/z.

Rozstrzygnac, ktéra z liczb jest wieksza:
f(16)+ f(18) czy  2-f(17) 7

687. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(r)=Inz— Jx.
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:

f(89)+f(91) czy  2-f(90) 7

688. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inx.
Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(61)+f(63) czy  2-f(62) 7

689. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inx.
Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(65)+ f(67) czy  2-f(66) ?

690. Rozstrzygnac, ktéra z liczb jest wieksza:
arctgl00+2-arctgl03+3-arctgl06  czy  6-arctgl04 ?

691. Rozstrzygnad, ktora liczba jest wieksza:
arctgd +arctgh+2-1n4 czy In3+1In5+2-arctgd .

692. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

3
fl@)=e¥",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktéra z liczb jest wicksza:

fO)+f8) czy 2-f(7)7

693. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fla)=e¥*,
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktéra z liczb jest wicksza:
f(79)+ f(81)=39,79911... czy 2-f(80)=39,79911... 7
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694. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=+x—10lnz .
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
F(1600) + £(1602) = —67,54267816... czy 2 f(1601) = —67,54267816... ?

695. Niech f(z)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wieksza od

72001 1
= ——~12,0001666666667 .
6000 i 6000 ’

696. Dowiesé, ze nieroOwnosé
(n+1)*"*3 <n?. (n43)"+3

zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.

697. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W(x) o wspélezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
0 dla =<0
flz)=¢ W(z) dla 0<z<l1
x dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

698. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W(x) o wspétezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
-1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.

699. Niech -
e’ —1

fz)=

dla x#0

A dla =0
a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).
700. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
glr)=2"+x.

Podaé¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalna (catkowita dodatnia) mniejsza od
100, a w liczba wymierna, spetniajace rownanie

f"(n)=w.
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Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dzie-
sietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub
poteg).

701. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
3

g(:c):%—l—x.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w trzech podanych punktach.

T E— T POp=

702. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcja odwrotna do funkcji g: IR — R zdefinowanej wzorem
3

T
g(:v):§+2:v.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w czterech podanych punktach.

(1) ) o ()

703. Niech
flx)=Va3+5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(3,01) = £(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wieksza od
16027 27

Rl WL |
3000 — 2" oo — 2003375

704. Niech
flz)=Vz3+5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(4,08)~ 2,36

jest mniejsza czy wicksza od
f(4)+0,027~2,36

705. Niech
fla)=V25=5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(2,1)=f(21/10)~ 3,30

jest mniejsza czy wieksza od

89 8
—=3+-—~3,30
27 + 27 ’

Lista 7 - 68 - Strony 59-69



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

706. Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f”(z)>1 dla kazdej liczby rze-
czywistej x.
Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych xz, y zachodzi nierownosé
)+ T+ r—y)?
f( )zf(y)>f( 2y)+( 81/) '

707. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x)=+/22+2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe rzeczywista dodatnia C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|f(x) = fW)I<C-lz—y|.

708. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnosé

] >(I)
0goT -
5 2

709. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (3, 5) zachodzi nier6wnosé

7
7:1:3+3<$—g )

Wyznaczy¢ punkty przegiecia i przedzialy wypuklosci/wklestosci funkeji zmiennej = danej wzo-
rem:
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715. Uzupeti¢ znakami 7 <” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczbg rzeczywista i niech f,g:R — R bedg takimi funkcjami rézniczko-
walnymi, ze f(a)=g(a).
Jezeli dla kazdego = > a zachodzi nier6wnosé f'(x) < ¢'(z), to dla dowolnego x > a prawdziwa jest
nieréwnosé f(x) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x < a zachodzi nier6wnos¢ f’(x) < ¢'(x), to dla dowolnego = < a prawdziwa jest
nier6wnosé f(x) ..... g(x).

716. Uzupehic¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczbg rzeczywistg i niech f,g:R — R bedg takimi funkcjami dwukrotnie
rozniczkowalnymi, ze f(a) =g(a) oraz f'(a) =g (a).
Jezeli dla kazdego x > a zachodzi nieréwnos$é¢ f”(z) < g”(x), to dla dowolnego = > a prawdziwa jest
nier6wnosé f(x) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x < a zachodzi nieréwnos$é f”(z) < g¢”(x), to dla dowolnego = < a prawdziwa jest
nieréwnosé f(x) ..... g(x).

717. Uzupeti¢ znakami 7 <” lub 7 >":
LEMAT: Niech a <b bedg liczbami rzeczywistymi i niech f,g: R — R bedg takimi funkcjami dwu-
krotnie rézniczkowalnymi, ze f(a)=g(a) oraz f(b)=g(b).
Jezeli dla kazdego z € (a, b) zachodzi nier6wnos$¢ f”(z) < ¢"(x), to dla dowolnego = € (a, b) praw-
dziwa jest nieréwnosé f(x) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x € (a, b) zachodzi nier6wnosé f”(z) > ¢”(x), to dla dowolnego = € (a, b) praw-
dziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(z).
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