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620. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
1301 <arctghl —arctgd9 < 201"

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(x)=arctgzr na przedziale
[49, 51] wynika istnienie takiej liczby c € (49, 51), ze
arctghl —arctgd9 = (51—49)- f'(c) =2 f'(¢) .

Poniewaz .

/ JR—
f (‘CE) - 1'2 + 1 )
z nieréwnosci 49 < ¢ <51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1
= = < tghl —arctgd9 = < = =
1301 2602 51241 - MOSTTHOEMT aiq S U1 T 2402 1201
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

621. Udowodnié¢ nieréwnosci . )
—<In9—-In8 < —.
g S THeSY

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej zastosowanego do funkcji f(x) =Inz na przedziale
[8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—In8= f'(c).

Poniewaz .
! —
f (l‘) - T )
z nieréwnosci 8 < ¢ < 9 otrzymujemy
1 1 1
— < I9-In8=f'(c)=- < =,
5 n9—1In8 = f'(c) . 3

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

622. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
31 < arctgl3d —arctg8 < TR

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej zastosowanego do funkcji f(x)=arctgzr na przedziale
[8, 13| wynika istnienie takiej liczby c € (8, 13), ze
arctgl3 —arctg8 = (13—8) - f'(c) =5 f'(c).

Poniewaz 1
/ p—
f (ZL’) - 12_'_ 1 )
z nieréwnosci 8 < ¢ < 13 otrzymujemy
1 5 5 - tel3 o8 5 - 5 5 1
—=—= arc —arctg8 = —— —=—=—
34 170 13241 & & +1 8241 65 137
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co konczy dowod nieréwnosci podanych w tresci zadania.

623. Udowodni¢ nieréwnosé
arctgb +arctgl2 < arctg7+arctglO.
Rozwigzanie:

Sposdb I (oficjalny):
Podana nierownos¢ moze by¢ przepisana w postaci

arctgl2 —arctgl( < arctg7? —arctg6 .

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z)=arctgz na przedzia-
tach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb c € (6, 7) oraz d € (10, 12), ze

arctg7 —arctgb = f'(c) .

oraz
arctgl2 —arctgl0=2- f'(d) .
Poniewaz .
/ JR—
f (‘CE) - 33'2—" 1 9
z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio
1 , 1 1
50 < arctg?—arctgb= f'(c) = 211 < 37
oraz
2 < tg12 tgl0=2-f'(d) 2 < 2
— arc —arc =2- =— —.
145 & & &1 T 101

W konsekwencji
2 1
tgl2 —arctgl0 < — < —— = — <arctg7 —arctgb
arctg arctg 101 < Too — 5o < arcte?—arctgb,
co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.
Sposdb II (rachunkowy):
Niech
f(z) =arctg(6+x)+arctg(12 —2x)

bedzie funkcja, ktéra dla x=01 x=1 przyjmuje wartosci rowne odpowiednio lewej i prawej stronie
dowodzonej nieréwnosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy, ze funkcja f jest rosnaca
na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykazaé¢ dodatnio$é jej pochodnej na tym przedziale.
Mitoénicy rachunkéw bez trudu stwierdza, ze

() 1 n -2 222 — T2z +71
)= e —
(64+x)2+1  (12—22)2+1 ((6+2)2+1)-((12—22)2+1)
22% — 41— 68z +2+68+1 2-(z—1)24+68-(1—z)+1

(64+2)2+1)-((12—22)2+1) ((6+2)2+1)-((12—22)%2+1)"
co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.

Sposdb I (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):
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Skorzystamy z tego, ze arctgx jest argumentem liczby zespolonej 14 iz oraz z faktu, ze przy
mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty si¢ dodaja.
Wobec tego arctgb+arctgl2 jest argumentem liczby

18
(1+67)-(14+12))=1+18i—72=—-7T1+18;="71- <—1—|—71-i> ,

natomiast arctg?7+arctglO jest argumentem liczby

(1470)-(14+100) =14+17i—70=—69+ 17i = 69 - (—1—1—;;4) .
Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nieréwnosci sg réwne odpowiednio argumentom liczb
—1+§-z’ oraz —1+H-i.
71 69
Wobec tego dowodzona nier6wnos¢ jest réwnowazna nierownosci
1817
717 697

ktora mozemy wykazac¢ nastepujaco:
8 18 1 17 17

—>—=-=—>_
7172 4 68 69
: . . . 1. 1. .
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1+ 1 d=—|1- 1 -1 | jest liczba

T —arct L —w—(—— t4>_—+ tgd
r - = r = r
arctg | 7 5 —arctg 5 Harctgd,
faktycznie udowodniliémy nieréwnosci
arctgb 4 arctgl2 < 5 +arctgd < arctg? + arctgl0.

Zwroémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nieréwnosci mozna
zapisac¢ jako:

tgb +arctgl2 = — +arct & = —+tarctg | 4 L
r r =—+ar — | =—+ar - —
arctgb + arctg 5 arctg 13 5 tarctg 13

oraz

tg7+arctgl) = — 4arct 69 = —+tarct 4+1
r r =—+ar — |==—+ar — .
arctg7+arctg 5 arctg T 5 Harctg 7

Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nieréwnosci rownowazne danej w za-
daniu nieréwnosci:

2 2 1
arctgl2 —arctgl( = arctg <121) < arctg (86) =arctg (43) =arctg? —arctgb,

1 4 4
arctgl2 —arctg7 = arctg (17) =arctg (68) < arctg (61) =arctgl( —arctgb

oraz

7
arctgl2 —arctgl( —arctg7 4 arctgb = arctg (1041) >0.
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624. Udowodni¢ nier6wnos¢
26 - pArctgs <95. paretgr
Rozwigzanie:
Dowowdzona nieréwnosé¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje postaé
In26 4 arctgd < In25+arctg?,
co mozna przepisa¢ jako
In26 —In25 < arctg? —arctgd .
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej zastosowanego do funkcji f(x)=Inz na przedziale
[25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze
In26 —1n25 = (26 —25) - f'(c) = f'(c) .
Ponadto z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do funkcji g(z) = arctgx na przedziale [5, 7]
wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7), ze
arctg7 —arctgh = (7—5)-¢'(d)=2-4'(d) .

Poniewaz .
! .
f'a)=-
oraz ,
/ —
g (.CL') - .1'2+ 1 )
z nieréwnosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 < d < 7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— < In26—-In25=f'(c)=~- < —
g6 < Im-MmB=fle)=7 < o
oraz
1 2 2 2 1

5 =55 < arctg? —arctgh =2-¢'(d)

W konsekwencji

=—— < :
d>+1 26 13

1
In26 —1n25 < % < arctg? —arctgd,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

625. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
f(x)=z"+7.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fy)l<|lz—y|.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nier6wno$¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a o
wartosci $redniej wynika roéwnosé

[f (@)= f W= ()] lz—yl,
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gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wyka-
zemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé

[f(2)| <1.
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
1 1m—1 . x7r—1 xrr—l (xﬂ—)(w—l)/w
|f/(£€)|: 7(1.#_’_71_) " - T T T T T
e ($W+7T)1 1/ ($7r_|_7-‘-)( 1)/ (,Tﬂ"i‘ﬂ')( 1)/

co konczy rozwiazanie zadania.

626. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z) =+v102249000.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fl<lz—yl.
Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nieréwno$¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a o
wartosci $sredniej wynika rownosé
[f (@)= f) =1 ()l lx =yl
gdzie ¢ jest pewng liczbg lezacg miedzy x i y. Rozwigzanie zadania bedzie zakonczone, jesli wyka-
zemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f()| <1.
Bezposrednie wyliczenia polaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
, 10z 10|z 10 10 10 10
/()] = = = < = =—=1,
V102249000 /102249000 \/104-% \/10_1-% V10490 10

co konczy rozwiazanie zadania.

627. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(x) = V522 +125.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé
[f(2) = fy)| <2-|z—yl.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nieréwno$¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a o
wartosci $redniej wynika rownosé

[f ()= FW)l =11 (O] lz =y,

gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wyka-
zemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé

(@) <2.
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Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia || < 10 prowadza do:
5% 5|z ) ) 5) )

|f/(x)|—' 2 ’_ 2| | - o S 125 -
VB2 125 /5a24+125 ¢5+? ¢5+ V6,25 2.5

102

=2,

co konczy rozwigzanie zadania.

628. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flz)=v22x242.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
[f(@) = fl<le—yl.

Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nieréwnosé jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia Lagrange’a o
wartosci éredniej wynika réwnosé

[f (@)= fWl=1f(c)-lz—yl,
gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wyka-
zemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
[f(2)| <1.

Dla z =0 powyzsza nier6wnosé jest oczywista wobec f/(0) =0, a dla x # 0 bezposrednie wyli-

czenia potaczone z nieréwnoscia |x| <1 prowadza do:
2x 2. || 2 2 2 2
|f'()] =

— — < = — = — = ]_ R
V222 12| V222 +2 \/2—|—%\\/2+1% Vi 2
co konczy rozwigzanie zadania.

629. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flx)=vax2+9.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
(@)= Fl<g-le—yl.
Rozwigzanie:
Sposob I:
Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nier6wnosé
4
’\/3:2—1—9—\/342—1—9’ < 5 lz—y| .

Przeksztatlcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

Va2 +9+vy? +9
r2+9— 2+9':’ r2+9— 2+9’~ =
’\/ vy v vy Va2 +9+/Z+9
_ |Z’2—y2‘ :|:v—y| ’$+y|
Va2 +9+/4y2+9 Va2 +9+v42+9
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Dowdd danej w tresci zadania nierownosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierownosé
|z +y| 4

VZ2F9+v2+9 5’

ktora jest rownowazna nierownosci

|x+y|<§-<\/x2+9+\/y2+9> .

Powyzszg nieréwnosé¢ dowodzimy korzystajac z nierownosci trojkata, wykorzystujac réwnosé
|z| = V22 oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 < 16 i y? < 16:

922 1622  |9y2  16y2
< — 2 2: _— e — <
o+ y] < o)+ |yl = Va2 + 2 J = o +J o+ o
9-16 1622 |9-16 1642 WG ¢16
< — . 2 - . 2 =
$ oo +J =t g5 (9 5 (12 +9)

:;1- (\/x2+9+\/y2+9) .

Sposéb 1I:
Dla z =y dowodzona nier6wnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #vy z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej wynika réwnosé

[f (@)= f) =1 ()l lx =yl
gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla dowolnej
liczby x € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
!
1@<
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
7@ =|5 | = || =
2.v/2249]  |V224+9] V2249’

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla =0, natomiast dla 270 mozemy kontynuowaé oszacowania:
|| Va2 1 1 1 4
= = < pu— == — .
Va9 Va9 1+% 0 \J1+2 (/25/16 5

630. Niech funkcja f:[4, o) — R bedzie dana wzorem
1
flz)=

=—.
x
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, c0) zachodzi nieréwnos¢

|z —y|
@) = Fl < e

Rozwigzanie:
Sposob I:
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Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwnosci
x,y =4

@) — f) =2 L e eyl @t ety g )
7t g 2yt 2yt
3 22y ay? Y3 1 1 1 1
=|lz—1yl- —_—t——+— | <
|I yl <$4y4 + l'4y4 + Jf4y4 + ZE4y > |I y| < y + .Z'Qy?’ + $3y2 + $4y)

1 1 1 1 4 1 1
<lz—yl- VR :’$—y"gz|$—y|'ﬂz\x—y\'%’

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 4.

Nieco inna postaé oszacowan.:

TS L W o I R e G B MV e e
4 7y iyt zy  adys

o 53) G v 1) )
= |\ — . —_— _ = |\ — . J— J— ol — JE— <
4 xy Yy a3y adys 4 Yy ox xy®  ady

QT N L Y LS O T LS P P
T — — 4+ — x— r—yl-—=lrv—y| .
Ylgty) (@t y 444 II' Y1 956

Sposob 11:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x # y stosujemy do
funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej. Na mocy tego twierdzenia istnieje taka liczba
¢ pomiedzy x iy, a wiec spelniaj@ca nier6wnos¢ ¢ >4, ze

f(z ) -4 4 4 1 1
=1 Ol=|5=5<E=md=54"
¢ 4> 4% 256

co konczy dowdd nierownosm podanej w tresci zadania.

631. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=1In <e"‘“ + e"”) :
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(z) = fy)l <l|lz—y|.

Rozwigzanie:

Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika row-

[f (@)= F W) =lz=yl-[f ()],

gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca pomiedzy z i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej x, co dowodzimy naste-
pujaco:

et —e "

et +e %

B |ea;_e—:5’ o |€x‘+|—€_I’ B €$+e—x

X
et +e?® et +e® et +e %

/()] =
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632. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem
f(x) zln(x2+1> .
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fy)l <|lz—y| .

Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nier6wno$¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a o
wartosci $redniej wynika roéwnosé

[f (@)= f) =1 ()l le =yl
gdzie c jest pewna liczbg lezaca miedzy x i y. Rozwigzanie zadania bedzie zakonczone, jesli wyka-
zemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé
|f'(z)[<1.

Bezposrednie wyliczenia potaczone z wykorzystaniem nieréwnosci miedzy srednimi geometrycz-

ng i arytmetyczng prowadza do:

/(@)=

<]~7

2x ’_\/12-1

r24+1 x22+1

co konczy rozwigzanie zadania.

633. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x)=2*—=3-|z+1]
na przedziale [—2, 2] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

rz+1 dla z€[-1, +00)
51| =
—x—1 dla z€ (-0, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
; r?—3x—-3 dla z€[-1,2]
€T =
2?+3r+3 dla ze[-2,—1)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem
) 20 -3 dla ze(—1,2)
fx) =
20+3 dla ze(—2, 1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej istnienia —
wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (—1, 2) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do réwnania 2z —3 =0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 2).

2° W przypadku z € (=2, —1) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 2z+3=0, co ma rozwiazanie
xr=—3/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, —1).
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Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=2)=1,
f(=3/2)=3/4,
f(=1)=1,
f(3/2)=-21/4=-525,
f(2)=-5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réwna —21/4
w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —2 oraz —1.
634. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+}x2—6‘
na przedziale [—4, 3] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

‘x2—6’:{ 22—6 dla a:e(—oo,— G]U[\/é, —|—oo)
—22+6 dla ze€ (—\/6, \/6)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+22—6 dla xe[ \/_} [\/_ 3]
f(x):{ r—x’+6 dla xE(—\/é, \/6)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—4, 3] jest dana wzorem
f,(x):{ 1+22 dla ze (-4, —v6)U(V6,3)
1—-2x dla xz¢€ (—\/6, \/6)

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej istnienia
— wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé funkceji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku x € (—4, —\/6) U (\/6, 3) rownanie f’'(x)=0 sprowadza si¢ do réwnania 1+2zr=
0, co ma rozwiagzanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (—4, —\/6> U
(V6,3).

2° W przypadku z € <—\/6, \/6> réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 1 —2z =0, co ma rozwia-
zanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6>

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
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e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 1 v/6.

f(-)=6,
F(~VB) =6
f(1/2)=6,25,
7(V6) =8,
f(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga warto$é¢ najmniejsza réwng —v/6 w
punkcie —v/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 =25/4 w punkcie 1/2.

635. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) :x+‘x2—x—6‘
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

?—r—6=(r—3) (v +2).

Stad
’ 2_ —6’_ t?—r—6 dla ze€(—oco, —2]U[3, +00)
TTETYT —a? 4246 dla e (-2, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

(o) = 2 —6 dla ze[-5, —2]U[3, 5]
Y7 —22+42246 dla re(—2,3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem
() :{ 2 dla ze (=5, —-2)U(3,5)
—2x+42 dla xe (-2, 3)

W punktach —2 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej istnienia —
wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy warto$é funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=5, —2)U(3, 5) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 2z =0, co ma roz-
wiazanie x =0, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (—5, —2)U(3, 5).

2° W przypadku x € (—2, 3) rownanie f'(x)=0 sprowadza sie¢ do —2x+2=0, co ma rozwiazanie
x =1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —51 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —2 i 3.

F(-5)=19.
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f(=2)=-2,
f)=1,
f3)=3,
f(5)=19

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejsza réowna —2 w
punkcie —2, a wartos¢ najwieksza rowng 19 w punktach —51 5.

636. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(x) =2 V422 +4x+1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

20+1 dla z€[-1/2, +00)
—2r—1 dla xe€(—o0, —1/2)

VA2 +4r+1=,/(20+1)2 =2z +1] :{

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
A r?—2x—1 dla z€[-1/2, 3]
xTr)=
?4+2x+1 dla z€[-3,-1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—3, 3| jest dana wzorem
@) 2e—2 dla ze(-1/2,3)
€Tr)=
20+2 dla ze(-3,-1/2)
W punkcie —1/2 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej istnienia —
wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktow, w ktérych obliczymy wartosé funkeji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:
1° W przypadku = € (—1/2, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do réwnania 2x —2=0, co ma
rozwiazanie x =1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/2, 3).
2° W przypadku x € (—3, —1/2) réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 2x+2=0, co ma rozwiazanie
x = —1, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, —1/2).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —31i 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —11 1,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/2.
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f(3)=2.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejszg rowng —2 w
punkcie 1, a warto$¢ najwieksza rowna 4 w punkcie —3.

637. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z)=v922 +62+1—2?

na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(@)=V922+6x+1—2°=/(3z+1)2—2% =32+ 1| — 2?
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
i 3r+1—2% dla ze[-1/3,3]
€T) =
—3r—1—2% dla ze[-2,-1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—2, 3] jest dana wzorem
() 3—2z dla ze(-1/3,3)
€Tr)=
—3—2z dla xze(-2,-1/3)

W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej istnienia —
wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1/3, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 3—22 =0, co ma rozwiazanie
x=23/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 3).

2° W przypadku = € (—2, —1/3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza siec do —3 —2x =0, co ma roz-
wiazanie x = —3/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 i 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)=1,
f(=3/2)=5/4,
f(=1/3)==1/9,
f(3/2)=13/4,
fB)=1.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga warto$¢ najmniejsza réwna —1/9 w
punkcie —1/3, a warto$¢ najwieksza réwna 13/4 w punkcie 3/2.
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638. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji f okreslonej wzorem
f(x)=3x+ ’x3 - 9:1:‘

na przedziale [—4, V 10] oraz podacé, w ktorych punktach te wartosci sa osiggane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2 —9r=(x—3)-x-(x+3).
Stad
‘x3 —9x‘ [ 2*=9z  dla x€[-3,0]U[3, +00)
| —2¥ 492 dla z€(—o0, —3)Ue (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

fla) = 23 —6x dla xE[—3,0]U[3, \/E}
DT —at 120 dla ze[—4, —3)U€ (0, 3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, \/1_0] jest dana wzorem
() = { 3:2—6  dla x€(—3,0)U(3, VI0)
—32?+12 dla ze(—4, -3)Ue (0, 3)
W punktach —3, 0 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej istnienia
— wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktérych obliczymy wartosé funkeji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:
1° W przypadku z € (=3, 0)U (3, \/1_0) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 322 =6, co ma dwa
rozwigzania = ++/2, z ktorych tylko jedno, a mianowicie = —+/2, nalezy do rozwazanego zbioru
(—3,0)U(3, V10).
2° W przypadku x € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 3z? =12, co ma
dwa rozwigzania r = =42, z ktérych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do rozwazanego zbioru
(—4, —3)Ue (0, 3).
Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konce przedziatu: —4 i \/1_0,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/21 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 01 3.

f(=9)=16, [f(=3)=-9, [f(0)=13, [f(2)=16, f(3)=9,
F(=v2) = (~v2)"+6-vV2=—2-V246-vV2=4-V2€(4,8), bo v2€(1,2),
f (V10) = (V10)* = 6-v10=10-v10—6-VI0=4-vI10€ (12, 16), bo VI0€ (3,4).
Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejszg rowng —9 w

punkcie —3, a wartos¢ najwiekszg rowng 16 w punktach —4 i 2.

639. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
flx)=22+Vat—9822+ T4
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na przedziale [—11, 9] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

fz)=2x+Vat—9822+ 74 =2z + (x2—49)2:2x+)$2—49 , (1)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
2r+12—49 dla ze[-11, =7]U[T7, 9]
(=)= { 20 —2%+49 dla ze(-7,7)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem

) 242z dla ze(—11, =T)uU(7,9) 3)
€T)=
2—2zx dla z€(=7,7)

W punktach +7 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac¢ jej istnienia —
wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé funkceji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku x € (—11, =7)U(7, 9) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2+ 2z =0, co ma
rozwigzanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, —=7)U(7, 9).

2° W przypadku x € (=7, 7) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do 2—2z =0, co ma rozwiazanie
x =1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-7, 7).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —7 1 7.

f(=11)=50,

f(=T)=—14,
f(1)=50,
f(1)=14,
f(9)=50

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga warto$¢ najmniejszg réwng —14 w
punkcie —7, a wartos¢ najwieksza réwng 50 w punktach —11, 11 9.

640. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(z*+1)
osiaga najmniejsza i najwieksza wartosé na przedziale [9, 11].

+arctgr

Rozwigzanie:

Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat réznicy:
, 1 10- 2z 1 241 20z 99
@)= oo - + = - +
99 99-(x241) 2241 99-(22+1) 99-(x24+1) 99-(22+1)
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_ 2?=202+100  (z—10)? <
99 (2241)  99-(a24+1) "
przy czym w ostatniej nieréwnosci rownosé zachodzi tylko dla x =10. Poniewaz w interesujacym

nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu, w ktéorym ma
wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosngca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg na poczatku przedziatu, czyli w punkcie
9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedynie poréwna-
libyémy wartosci funkeji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania si¢ pochodnej. Jednak w
tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalkulatora, mamy bowiem:

1 10-1n82

10  10-In101
10)=———-— tgl0~1,105964
f£(10) 99 99 +arctglO~1, 64,

1 10-1n122
f(11):5—%+amtg11z1,105993.

641. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81
flz)= ;—@—an

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:
Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat réznicy:

f,(x):_g+£+l:l_g+g:4x2—36x+81: (22 —9)
2?2 4x® x x x? 4o 423 423

przy czym w ostatniej nierownosci rownos¢ zachodzi tylko dla x =9/2. Poniewaz w interesujacym

nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu, w ktéorym ma

warto$¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

>0,

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli w punkcie
4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedynie poréwna-
libyémy wartosci funkeji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie¢ pochodnej. Jednak w
tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalkulatora, mamy bowiem:

207

4)=—+Ind~ 4
f(4) 128+n 3,00348 ,

£(9/2) = ;’+1n(9/2) ~3,00408 ,

279
= —+Inb~ 444
f(5) 200—1—115 3,00
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642. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki sposéb, ze
jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podstawy stozka, a obwod dru-
giej podstawy walca lezy na powierzchni bocznej stozka. Rysunek obok
przedstawia widok z boku, ewentualnie przekroj ptaszczyzng zawierajaca
wspolng o$ obrotu stozka i walca. Jakg najwieksza objeto$¢ moze mieé
walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysokoscia. Jezeli walec ma wysokosé¢ x €
x
(0, h), to jego podstawa ma promien r-(1— 7 ) co ustalamy na podstawie prostych rozwazan

geometrycznych.
Wowecezas objetos¢ walca jest réwna

2
V(z)=m-z-r* (1——) :
Zauwazmy, ze

lim V(z)= lim V(z)=0,

z—0t z—h—

V’(x):w.r2.<1—z>2—QW'Z.ﬁ.(1—2) = (1—:2—2}:;) -7r-r2-<1—%> =

:(1—?’;>w-r2-(1—2) .

Wobec tego V'(z) =0 dla z = h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca réwnej
h h/3\* w-h-r? 4 4
Vh3: c 2' 1— = R
(h/3)=m-g-r ( h ) 3 9 9

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z podanego w tresci zadania zalozenia, ze stozek ma
objetosé 1=mr?h/3.

a ponadto

Odpowiedz: Najwieksza mozliwa objeto$é¢ walca wynosi 4/9.
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643. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y=01 x=1 oraz pa-
rabolg o réwnaniu y =22 chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku obok. Jakie najwicksze
pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzcholkiem prostokata lezacym na para-
boli.

Wowczas pole prostokata jest réwne
Pla)=(1—a)-a*=a*—a’.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—07t a—1—

a ponadto
P'(a)=2a—3a*.

Wobec tego P'(a) =0 dla a=2/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata réwne;
2 1 4 4
Pl=]|===-=—.
<3> 39 27
Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 4/27.

Uwaga: Uzywajac odpowiedniej wersji! nieréwnosci miedzy $rednimi geometryczng i arytme-
tyczng mozna uniknaé rézniczkowania.

Mamy bowiem
a a

P(a) = (1—a)-a®> =4 - (1—a) -~ -~
() = (1-0) (1-a)-2-2,
gdzie otrzymalismy iloczyn trzech czynnikéw dodatnich o statej sumie rownej 1, a taki iloczyn jest
najwiekszy, gdy wszystkie trzy czynniki sa réwne, czyli réwne 1/3.

644. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =01 x =1 oraz
krzywa o réwnaniu y=x> chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku obok. Jakie najwicksze
pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

x—l—y—l—z.x—i-y—i—z.x—i—y—l—z
3 3 3

bogyz<
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Niech (a, a®), gdzie a€ (0, 1), bedzie wierzcholkiem prostokata lezacym na krzywe;.
Woweczas pole prostokata jest réwne
P(a)=(1—a)-a®*=a*—a*.
Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=
Pl = g () =0,
a ponadto
P'(a) =3a*—4a®.
Wobec tego P'(a) =0 dla a=3/4, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata réwnej
3\ 127 27
4) 4 64 256
Odpowiedz: Najwigksze mozliwe pole prostokata wynosi 27/256.

645. Dana jest funkcja f:R —R okreslona wzorem f(z)=v/x2+12. Dowieéé, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosc¢
[z —y|

fa@) - f)l <L

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie wersji tatwiejszey:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
at—bt = <a2—b2) : (a2+b2) =(a—0b)-(a+0)- (a2+b2) :
ktory przy zatozeniu a+0b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
CL4 _ b4
(a+0b)-(a®+0?) "
Przyjmujac a= v/22 +12 oraz b= 42+ 12, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztalcamy lewq strone
dowodzonej nieréwnosci:
2 2
o) — f(y)| =V y12— 2+12‘: =
@)= 1) ‘ Y (Va?+ 124+ VP + 12 Va? + 12+ V2 + 12)
_ 2% — 1| _
(Va2 + 124+ V7 +12) - (Va2 + 12+ VP +12)
_ [z —yl |z +y|
(Va2 +12+ V2 +12) - (Ve + 12+y? +12) |

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

z+y| < ||+ |y = Va2 +/y? < VIR + 1242+ 12,

skad
[z 4y

Va2 +12+y2+12
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Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = .
Vel + 12+ V2112 0+ 12+ 90+12 2. V12

Wykorzystanie tych nierownosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl-[r+yl _
(Va2 12+ V2T 12) - (Va2 T 12+ Vo2 1 12)
=z —yl- ! : 2+l <
VIZH12+ Y2412 Va2 12+ /P12
Loyl Je—yl_lz—yl

Sl s T s S e 3
Rozwigzanie wersjyi trudniejszej:
Pomingwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej wynika
rOWnNos¢é
[f (@)= f) =]z =yl [ ()],
gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Wystarczy wiec wykazaé, ze | f'(x)| <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Przyjmujac?

x
gla)= /(@) = —— "
@) =10 =
otrzymujemy
lim g(z)= li ! I v
im g(z)= lim ——— = lim =
r—+o00 x%ioo?_(l.2+12)3/4 w~>ioo2,(1+12_w—2)3/4
Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem

g'(z)= ! - 5 :
2-(22+12)%* 4. (22412)"/*
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie sie tej pochodne;j:
1 _ 3z
2 (224+12)%* 4. (a2412)7F
2- (2 +12) =32°,

2.12=27,
r==42-V6.

Wryliczamy wartos¢ funkeji g w miejscach zerowych pochodne;j:

+2-/6 2.6 2.6 1
g(+2-v6) = + to—am =+

2. ((12.\/6)2“2)3/4 236

2W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu, gdyz to pojecie nie pojawito sie jeszcze na wykladzie.
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Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio —1/61 1/6,
skad |g(z)| <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej x.

646. Dowieéé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej @ € (2, 4) zachodzi nieréwnosé ¥z > /2.
Rozwigzanie:
Niech f(z)= V.
Woéwezas 11
—Inz
fla)= g3 0
Zatem f'(x) >0 dla x <e oraz f'(z) <0 dla z>e.
Wobec tego funkcja f jest rosnaca w przedziale [2, e] i malejaca w przedziale [e, 4], a poniewaz

f(2) = f(4) =2, otrzymujemy ¢z >+/2 dla z € (2, 4).

647. Wyznaczy¢ najwickszg warto$é funkeji f: R — R okreslonej wzorem
f(z)=>bsinz —sinbx.

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 i rézniczkowalna, wystarczy poréwnaé¢ wartosci
funkeji w miejscach zerowych pochodnej znajdujacych sie w przedziale [0, 27).

Skoro

f'(x)=5cosx —5cosbr ,
réwnanie f'(x) =0 jest réwnowazne réwnaniu
COST = COSDT .

Poniewaz rownosé
COST = CoSY

jest rownowazna istnieniu liczby catkowitej k i znaku =+ takich, ze

y=2kmwtux,
otrzymujemy réwnanie
bx=2kmtz,
czyli
(5F1)-x=2kr.
Wobec tego
k k
r= il lub r= il ,
2 3

co w polaczeniu z warunkiem z € [0, 27) prowadzi do o$miu miejsc zerowych pochodnej w jednym
okresie.
Sprawdzajac wartosci funkeji f w tych o$miu punktach otrzymujemy:

fO)=0,  f(x/3)=3V3,  f(x/2)=4,  f(2n/3)=3V3,
f(m)=0,  fUx/3)=-3V3,  f(3n/2)=-4,  f(5n/3)=-3V3.

Odpowiedz: Najwieksza wartosé funkeji f jest réwna 3v/3.
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648. Niech f(z)=4cosx+sindx. Poda¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkeji f w prze-
dziale [0, 27).

649. Rozstrzygnad, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1n10 7
Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie prébuj
bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctgr —In (22 +1).
Rozwigzanie:

Rézniczkujac podang we wskazdéwcee funkcje pomocnicza otrzymujemy
16 2z 2(8—x)
()= — = >0
(@) ?+1 2241 2241
dla z < 8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8]. W szczegdlnosci f(7) < f(8), skad
dostajemy kolejno:

16-arctg?7 —InbH0 < 16-arctg8 —In65,

16-arctg7+1n65 < 16-arctg8+1n50,
16-arctg7+1In13+1n5 < 16-arctg8+1n10+Inb,

16-arctg7+1nl3 < 16-arctg8+Inl0.

Odpowiedz: Wieksza jest liczba 16-arctg8+In10.

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwigcksza wartosé funkeji f na przedziale [0, co).
Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

650. f(r)=+vz—22> 3/8

651. f(z)=4yr—2> 3

652. f(z)=32v/r—2> 48
653. f(z)=4yr—272* 1
654. f(z) =32y —272* 16
655. f(r)=4yx—1252° 3/5
656. f(z)=6yr—1° 5

657. f(r)=3yr—162> 5/4
658. f(z)=8Vr—a* 7
659. f(r)=+x—162* 7/16

660. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem f(z)= -
odwrotna do f, tzn. f(g(z))=g(f(z)) =2 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Poda¢ wzoér na pochodng funkcji g. Podaé¢ przyktad takiej liczby wymiernej x > 1, ze liczba
g'(z) jest wymierna.

. Funkcja ¢: R — R jest funkcja
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Rozwigzanie:
Sposob I:
Roéwnosé g(z) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =z, czyli

ey — efy
lub inaczej

jesli przyjmiemy t=e?. Przy tych oznaczeniach mamy ¢ >0 i y =Int. Rozwiazujemy réwnanie (é)
tak, aby wyznaczy¢ t w zaleznosci od x

(o)
2t =t>—1,
—2rt—1=0,
t_2x:i:\/4:c2+4
N 2

t=x+vai+1,
skad wobec t >0 musimy przyja¢ " £”7 =

7 +7 . Ostatecznie

t=x+VvVz2+1
i w konsekwencji

g(x) :y:1n<x+\/x2+l) :
Majac jawny wzor okreslajacy funkcj@ g bez trudu obliczamy jej pochodnag
NSt Nezsen
g'(x) 1+ 2- \/ 2+1 _ Va4l - \/J;2+1 _ Vz241 _ 1
r+vVar2+ T4V +1 Va1
Otrzymujemy wtedy

Vaz+l’
Jako przyktad liczby wymiernej z> 1, dla ktérej ¢'(z) jest liczba wymierna, przyjmijmy x=4/3

J(2)=g/(4/3) = ——

__ 1 3
J16/9+1 \/25/9 5

Sposob I1:

Zauwazmy, ze

e¥+e Y e2y+2+e—29
f'(y)= J

e —2+e % 1 eV —ev\? ]
2 4 4 = ( 2 ) =
=V (f(y)*+1.
Ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej otrzymujemy
(@)= o ==
@) J(fga))?+1  Va2+l
W powyzszych przeksztatceniach wykorzystaliSmy rownosé
F'y) =V () +1
Lista TR
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dla y=g(z).

Dla urozmaicenia tym razem jako przyklad liczby wymiernej = > 1, dla ktérej ¢'(z) jest liczba

wymierna, przyjmijmy z =12/5. Otrzymujemy wtedy

) — of vt 5
o) =g12/5)= J144/2541  /169/25 13’

661. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R— R zdefinowanej wzorem

g(x) =2° +x. Obliczy¢ £(0), £(2) 1 f'(34).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem
g (r)=5z"+1.

Zauwazmy tez, ze

9(0)=0, g(1)=2 oraz g(2)=34,
skad odpowiednio

f(0)=0, f(2)=1 oraz f(34)=2.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
FO= 5@y
co po podstawieniu kolejno z =0, x =2 i x = 34 prowadzi odpowiednio do
1 1 1 1
PO~ o)~ v so 1t
1 1 1 1
MO =@ v 51t
! F(34) = 1 _ 1 1 i

J(f(34)  ¢(2) 52041 81

Odpowiedz:
1 1
f/(()):17 f/(2):6 oraz f/(34):g .

662. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem

g(x) =2 +9z. Obliczyé f/(0), f/(10) i f(100).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem
g (x)=32%+9.
Zauwazmy tez, ze

g(0)=0, g¢(1)=10 oraz g(4)=100,

skad odpowiednio
f(0)=0, f(10)=1 oraz f(100)=4.
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Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
f(z)= :
W= @)
co po podstawieniu kolejno z =0, x =10 i x =100 prowadzi odpowiednio do
1 1 1 1
/ 0 = = = =—,
TOI= 0@ =g 3059 9

oy 111
f1(10)= g(f(10))  g¢'(1) 3-1249 12

) B 1 111
J1100)= g(f(100)) ¢'(4) 3-424+9 57

Odpowiedz: 1
f(0)=¢ f’(lO):E oraz  f(100) = —

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkcji f;: R — R
okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby calkowitej lub
ulamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech podanych punktach.

663. fi(z)=12"+x g, (0)=1 91(2)=1/4

664. fo(z)=1"+x gh(0)=1 9(2)=1/8

665. f3(z) =245z g5(0)=1/5 g5(6)=1/8
666. fi(z)=2"+5z gy (0)=1/5 g4(6)=1/10
667. f5(z) =242 gi(3)=1/5 gi(12)=1/14
668. f5(z)=1"+4ax gs(5)=1/7 95(16) =1/16
669. fr(z)=21"+z g.(3)=1/7 g.(18) =1/25

9,(130)=1/76

g,(130) =1/449

gh(42)=1/32

g,(42) =1/85
95(72)=1/50
96(80)=1/52
97(57)=1/55

W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: IR — R jest okreslona

WzOorenl

fi(gi(x)) =2+ 3z

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego

wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

670. g(z) =2*+2+6 fl(8)=3/2 fi(16)=15/13

671. go(z)=2°+22+3 f5(6)=6/5 f3(15) =15/14

672. g3(z) =22+ f3(3)=6/7 f4(18)=3/5

673. gu(z) =2"+x+2 f1(2)=3 Fi(4) =

674. gs(z)=2"+2z f1(0)=3/2 fi(3)=6/7
Lista TR - 248 -
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£5(36)=30/29

f4(57)=6/11
£1(36)=5/27

£1(36) =15/82
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675. Znalez¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkcji

(2200 20 (2200 (20
f(z)=arctg| e +1 + \e& -1 — 1|+ arctg|e® +1 — \e&© -1 —1

na przedziale [10, 50] i okreslié, w ktorych punktach te wartosci sa przyjmowane. Doprowadzié
warto$ci najmniejsza i najwieksza do tak prostej postaci, aby byto widaé, czy sg to liczby wymierne,
czy niewymierne.

Wskazowka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg(t—1)+arctg <t - 1>

oraz

h(z)= \/eewmo +1+ \/eeIQOQO —1.

Rozwigzanie:

Funkcja ¢g: (0, +00) — R okreslona wzorem

2
g(t) =arctg(t—1)+arctg (t - 1>
ma pochodng
Lo,y 2

(12417 (2141 2242 2-0) '+

1 2 B 1 1 _0
2-2t+2 4—4t42t2 22642 2-2t+¢2
jest wiec stata. Poniewaz

g'(t)=

(1) =aretz0 + arctgl =

mamy ¢(t) =m/4 dla kazdego t € (0, +00).
Pozostaje zauwazy¢, ze przyjmujac

p— \/eerOQO I \/eew2020 1

otrzymujemy
2
; _ \/6612020 - \/6612020 1,
skad
m
fa)=g(H)=".

Zatem f jest funkcja stata réwna w/4. W konsekwencji przyjmuje ona na calym rozwazanym
przedziale [10, 50] najwieksza (a zarazem najmniejsza) wartos¢ m/4 (niewymierna, bo 7 jest nie-
wymierne).

676. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 212 —2x—1

fa) = 7
A dla =0

dla x#0
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jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
()= f(0) . heEerhel 4 2h_op2_9p 1 — ARS
/ - J) I\ _
i 2 i -

0

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 5

regute de I’Hospitala.

, mozemy wiec zastosowac

2¢2h — 4h —2—3Ah?
/ 1
F1(0)= limy e |

0

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,

de I’'Hospitala.

mozemy wiec po raz drugi zastosowaé regute

4e?h —4 —6AR
/ 1
f(0) = lim 1212

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé regute

0 Y
de I"'Hospitala.
8e2h —6A
'0)=lim —————.
£10) = lim — -
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 8’06‘4, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=4/3. Woéwczas mozemy
po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.

16e?» 16 2

/ :]_. = —_— .
f(0) = lim 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=4/3 i wéwcezas f/(0) =2/3.

677. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
1—coszx

fl)=1 e 1=z
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#£0

Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

_ f(h)=f0) . Lesh A 1—cosh— Aeh+ A+ Ah
/ . _ e —
J0) = Jim == T ) heh —h — h?

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8,

regute de I’'Hospitala.

mozemy wiec zastosowac
7(0) sinh — Ae"+ A
= lim :
h—0 el + heh —1—2h

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %,
de ’'Hospitala.

mozemy wiec po raz drugi zastosowaé regute

h— Ae
1(0) = Tig S°8 |
PO =l e —2
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Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas mozemy
po raz trzeci zastosowac regute de 1’'Hospitala.
: h
, —sinh—e 1
0)=lm—F———F+—=—-.
710) h—0 3eh+ heh 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1 1 wéwcezas f'(0)=—1/3.

678. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
3 — e —In(1+x)

F) = o dla xz#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczyé f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e3h—e2h_In(14h
£(0) = lim f(h);f(o)  lim ,12h<>—A  lim e3"—e2h—h;(31+h)—Ah2 |

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec zastosowac
regute de I’Hospitala.
3e3h —2e2 — L _92Ahp
/ T 1+h
f1(0) = lim 7,2 '
0
0

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone =, mozemy wiec po raz drugi zastosowacé regute

de ’'Hospitala.

(14h)?2

F(0) = lim 9e3h —4e?h 4+ L —24 |
h—0 6h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz 6’02‘4, co ma postac¢ nieoznaczona % dla A= 3. Wéwczas mozemy
po raz trzeci zastosowac regute de 1’'Hospitala.
27e3h —8eh — 2 17

, RT (1+h)3 _

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =3 1 wéwcezas f'(0) =17/6.

679. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze " —1In(142x)

)= p dla z#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartodci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
2he”"—In(1+2h —
£(0) = lim f(h);f(o)  lim thLA  lim 2he h—ln(}llj—Qh)—Ah?’ |
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

0, mozemy wiec zastosowac

2e™h —2he™h — 2 — 3Ah2
! T 14-2h
o=l I
0
0

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
de I'Hospitala.

mozemy wiec po raz drugi zastosowaé regute

—6Ah

(1+2h)

) — i P 2he +
f0) = fimy 12h?

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
de I’Hospitala.

0, mozemy wiec po raz trzeci zastosowacé regute

(1+2h)3

. . e " —2heh— 15 ___GA
F(0)= b 24h '

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz —100— =10-64 " 5 ma postaé nieoznaczong g 0 dla A= -5/3. Wéwczas

mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’ Hospltala
—8e " +2he "+ 84968811

'(0) = I 0
£(0) = lim 24 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A= —5/3 i woéwcezas f'(0)=11/3.

680. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
—V1+z
_ x#0
flz)= In(1+x)
A dla z=0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

eh—/1+h
ey e L (W)= f(0) o Tngasn _A_ . e"—1+h—A-In(1+h)
f(0) =lim =lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h-In(1+4h)

0

Przy h— 0 w ostatnie] granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,

regute de I’Hospitala.

mozemy wiec zastosowac

6h 1Ah
f/(()) . 2- \/1+h +

lim
) In(1+4h)+ 2

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/ QO_A, co ma postac nieoznaczona % dla A=1/2. Wéwczas mozemy

po raz drugi zastosowac regute de I’'Hospitala.

h 1 1/2
sy e € e T e T
f(0) =lim =—.
h—0 44 Lo 8
+h T (11h)?

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1/2 i wowczas f'(0)=7/8.
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681. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
eex _ ez—i—l

flx)= a?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
P ] h
. f(h)—f(0) . =5——A ¥ —eltt A2
) — _ h _
Fo=jin B R R R TR

0

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wigc zastosowac

regute de I’Hospitala.

el h_  h+l
sy g €C et —etT—2Ah
f(0) = lim Ve -

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé regute
de ’'Hospitala.
h h
) et _62h+€e 'Bh—€h+1—2A
f'(0) =1lim :
h—0 6h
e—2A

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz <, co ma postac nieoznaczona g dla A=e/2. Wowezas mozemy
po raz trzeci zastosowac regute de 1’'Hospitala.
h h h h
e _63]7,_1_2‘66 _€2h+ee '€2h—|—66 _eh_ethl 4e %

!/ :1 —_ .
£(0) = lim 6 6 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=e/2 i wowczas f'(0) =2e/3.

682. Dobra¢ takie wartosci parametrow rzeczywistych dodatnich k i b, aby funkcja f okreslona

wzorem
1—+vVkx+1
2

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

flz)=z+

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu

1—+vVkx+1

y=x+ 5
czyli
1 Vkr+1
Yo g =

a to z kolei jest fragmentem krzywej o réwnaniu

1 Vkx+1

—r—— =+
y=r=y 2
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Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
2+x2+1—2x — —i—x*k—x%—}
Y 4 y—y VR
czyli

k
v+t —2wy—y+x- (1—4) =0.

Powyzsze réwnanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotezynnik przy x
bedzie taki sam jak przy vy, co prowadzi do warunku

k

l——=-1

4

spetnionego dla k=8.
Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslong wzorem
1—v8x+1
flz)=z+ —

Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktéorym jest ona odwrotna do samej siebie i to precyzyjnie
uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakims fragmentem pewnej krzywej
symetrycznej wzgledem prostej o rownaniu y = x.

Na krzywa okreslong rownaniem

vV +a? =2y —y—x=0

sktadaja sie wykresy dwoch funkeji f,g:[—1/8, oo) — R okreslonych wzorami

1—+/8x+1
fa) =t =

oraz
14++v/8x+1

Zauwazmy, ze

wnioskujemy, Ze funkcja f jest malejaca® na przedziale [—1/8, 3/8] i przeksztalca ten przedzial na
siebie.
Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/8, 3/8] jest okreslony warunkami

y2+$2—217y—y—513:0, a:,y<3/8,

3Mniej trikowe jest uzycie pochodnej:

’ 2 <0 dla x<3/8
fla)=1-——
V8xr+1 >0 dla x>3/8

41 rosnaca na przedziale [3/8, oc).
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a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu y = .

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=8 i b=3/8.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywg o réwnaniu
v+ a? =2y —y—x=0
mozemy podzieli¢ na 3 czesci:

e wykres funkcji f na przedziale [—1/8, 3/8] — sktada sie ze wszystkich punktéow krzywej spehia-
jacych warunek x,y <3/8,

e wykres funkcji g na przedziale (—1/8, 0o) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja warunek
y>3/8,

e wykres funkcji f na przedziale (3/8, 0o) — wszystkie punkty na tym wykresie spelniaja warunek
x> 3/8. Ten wykres jest symetryczny do wykresu funkcji ¢ wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

683. Dobra¢ takie wartosci parametrow rzeczywistych dodatnich k i b, aby funkcja f okreslona

Wzorenmnl
flx)=2+1—-Vkr+1

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Wykresem funkeji f jest fragment krzywej o rownaniu

y=x+1—vVkr+1,
y—r—1=—vkx+1,

a to z kolei jest fragmentem krzywej o réwnaniu
y—r—1= +Vkr+1.
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
V4?41 -2y —2y+2r=Fkr+1,

czyli

czyli
v+t —2ry—2y+a-(2—k)=0.
Powyzsze réwnanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotczynnik przy x
bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku
2—k=-2

spelnionego dla k =4.
Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslona wzorem

flx)=x+1—V4x+1.

Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktéorym jest ona odwrotna do samej siebie i to precyzyjnie
uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakims$ fragmentem pewnej krzywej
symetrycznej wzgledem prostej o rOwnaniu y = x.
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Na krzywa okreslong réwnaniem
P4 a? =20y —2y—22=0
sktadaja sie wykresy dwéch funkeji f,g:[—1/4, oo) — R okreslonych wzorami
f@)=z+1—-V4r+1

oraz

g(z)=z+1+vV4x+1.

(o)t e o)

f

Ponadto funkcja g jest rosnaca (a wigc przyjmuje wartosci > 3/4), natomiast wobec®
1
4

f<x>=<m—1)2—

wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca® na przedziale [—1/4, 3/4] i przeksztalca ten przedzial na
siebie.
Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/4, 3/4] jest okre$lony warunkami
v 4ot —2ry—2y—22=0, x,y<3/4,

a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y =x.

Zauwazmy, ze

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=41 b=3/4.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywa o rOwnaniu
yira?—2zy—2y—22=0
mozemy podzieli¢ na 3 czesci:

e wykres funkeji g na przedziale (—1/4, 0o) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniajg warunek
y>3/4,

e wykres funkcji f na przedziale (3/4, 0o) — wszystkie punkty na tym wykresie spelniaja warunek
x> 3/4 — ten wykres jest symetryczny do wykresu funkcji ¢ wzgledem prostej o réwnaniu y =z,

e wykres funkcji f na przedziale [—1/4, 3/4] — sktada sie ze wszystkich punktéow krzywej spelia-
jacych warunek x,y < 3/4.

686. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

f(z)=Inz—+/x.

5Mniej trikowe jest uzycie pochodnej:

/ 2 <0 dla x<3/4
fl@)=1-
Viz+1| >0 dla x>3/4

5T rosnaca na przedziale [3/4, oc).
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Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:
f(6)+ f(18) czy  2-f(17) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
, — —

oraz
1 1

f”(fc):—ﬁ‘irm,
skad nieréwnos$¢ f”(x) >0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 1
A
1 1
17 2

V>4,

z>16.

>0,

Zatem f jest $ciSle wypukla w przedziale [16; +00), skad

f(a?);rf(y)>f(w—2#y)’

czyli

@)+ 1)>2- £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 16.
W szczegolnoscei

F(16)+ F(18) > 2- f(17).

687. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(r)=Inz— Y.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(89)+f(91) czy  2-f(90) 7

Rozwigzanie:
Roézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/ e —

f (x) - T 3. x2/3
oraz . 5

1! _ -

f (ZE)— x2+9.x5/37
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 2

_ﬁ+79-x5/3 <0,
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2 1
9.25/3 <ﬁ’
9
13 o9
27
9% 729

Zatem f jest cisle wklesta w przedziale (0; 91,125), skad

@)+ <2 £ (20)

dla dowolnych roznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y < 91,125.
W szczegdlnoscei

T

f(89)+ f(91) <2- £(90).

Uwaga: Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze
f(89)+ £(91) ~ 0,036809335389

oraz
2. £(90) ~ 0,036809847546 ,

co wydaje sie skutecznie odbiera¢ wszelkg nadzieje na rozwigzanie zadania poprzez bezposrednie
szacowanie kazdej z podanych liczb z osobna.

688. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inx.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
f(61)+ f(63) czy  2-f(62) 7

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
/ — -—
1 2
1! - =
fi(x) = 4-3:3/2+x2 ‘

Nastepnie wyznaczamy przedzialy wypuktosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwiazanie nier6wno-
sci f"(x)>0:
1 2 0
it
2 1
2 - 4.43/27
8>/,
r <64,

co oznacza, ze f"(x)>0 dla z € (0, 64) oraz f’(x)>0 dla x € (64, c0). W konsekwencji funkcja f
jest $cisle wypukta w przedziale (0, 64) i Scisle wklesta w przedziale (64, 0o).
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Poniewaz f jest $cisle wypukla w interesujacym nas przedziale (0, 64), dla dowolnych réznych
liczb rzeczywistych x i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nierownosé
f(w)+f(y)>f (Hy) 7
2 2
bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =61 oraz y =63, a nastepnie
mMnozac powyzsza nierOwnos¢ przez 2 otrzymujemy

F(61)+ £(63)>2- £(62) .
Odpowiedz: Liczba f(61)+ f(63) jest wieksza od liczby 2- f(62).

689. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
fx)=vz—2-Inz.

Rozstrzygnac, ktoéra z liczb jest wigksza:

f(65)+ f(67) czy  2-f(66) 7

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
! — R
1 2
1 - = =
f(x)_ 4'.133/2—’_562.

Nastepnie wyznaczamy przedzialy wypuklosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwigzanie nieréwno-
sci f"(x)>0:
1 2
IR 2
2 1
2 L

8>+/1,

xr <64,

>0,

co oznacza, ze f"(x) >0 dla z € (0, 64) oraz f"(z) >0 dla z € (64, co). W konsekwencji funkcja f
jest scisle wypukla w przedziale (0, 64) i $cisle wklesta w przedziale (64, co).

Poniewaz f jest Scisle wklesta w interesujacym nas przedziale (64, oo), dla dowolnych r6znych
liczb rzeczywistych x i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nierownosé

f(x)+f(y><f(x+y) |
2 2

bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =65 oraz y =67, a nastepnie
Mnozac powyzsza nierOwnos¢ przez 2 otrzymujemy

F(65)+ F(6T)<2- £(66).
Odpowiedz: Liczba f(65)+ f(67) jest mniejsza od liczby 2- f(66).

690. Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
arctgl00+2-arctgl03+3-arctgl06  czy  6-arctgl04 ?
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Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f dana wzorem f(z)=arctgz. Poniewaz jej pochodna f’'(z)= jest ma-

x?+1
lejaca na przedziale (0, +00), funkcja f jest na tym przedziale $cisle wklesta.

Zatem na mocy nieréwnosci Jensena dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich zq, xo
i x3 oraz dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a;, as i az spetniajacych warunek ay+as+az=1
zachodzi

f (alxl +a929 +CL3563) > CLlf (Qil) —l—a2f (;CQ) + CLgf (Ig) ,
co dla z1 =100, xo =103, 3 =106, a; =1/6, ay =1/3, a3 =1/2 prowadzi do nier6wnosci

f(100) . f(103) L f(106)

F(104) > = 3 5

gdyz wowczas
011+ Qo+ Qss = @4—@4— 106 _ 100+2-10343-106 _ 624 104,
6 3 2 6 6
Mnozac udowodniona nier6wnosé stronami przez 6 i podstawiajac f(x)=arctgz otrzymujemy

6-arctgl04 > arctgl00+2-arctgl03+3-arctgl06 .

Uwaga:
Bezposrednie wyliczenia pokazuja, ze

arctgl00+42-arctgl03+ 3 -arctgl06 ~ 9,367060

oraz
6-arctgl04 ~9,367087 .

Ro6znica miedzy poréwnywanymi liczbami jest wiec zbyt mata, aby mozna sobie wyobrazi¢ ich

porownanie bez uzycia komputera przez oszacowanie kazdej z nich z osobna.

691. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wieksza:
arctgd +arctgh+2-1n4 czy In3+1In5+2-arctgd .

Rozwigzanie:

Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem f(z) = arctge —Inz. Wowczas

T P

2241
oraz

—2x N 1 =242 4222 +1 2% (2 —2)+a"+22°+1
(22+1)° 22 22 (2241)? 22 (22 +1)°
co na pewno jest dodatnie dla x >2. Wobec tego funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale (2, +00).
Na mocy nieréwnoéci Jensena otrzymujemy wiec

iy < [BFI6)

2 Y
co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom:

2f(4) < fB)+f(5),
2arctgd —2In4 < arctg3 —In3+arctgd —Inb |

f'(x) =

Y
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2arctgd +1n3+1nd < arctgd +arctgd +2In4 .

Odpowiedz:
arctgd +arctgh+2-1n4 > In3+1In5+2-arctg4 .

692. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

3
fla)=e"",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktéra z liczb jest wigksza:

f6)+f(8) czy 2-f(7)7

Rozwigzanie:
Roézniczkujac dwukrotnie funkcje f w przedziale (0, +00) otrzymujemy
/ e%
fl(x)= 3278
oraz , ,
=5 s
9.74/3  Q.p5/3°
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
e Ve 2.V
018 9o =0
3 <2 ,
r<8.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 8], skad

@)+ <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y <8.
W szczegolnoscei

f(6)+f(8)<2-f(7).
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693. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fl@)=e,
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:
F(79)+ f(81)=39,79911... czy  2-f(80)=39,79911... ?

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
b1
flx)=eV" 4. 3/4
oraz
f”(x):e%- 11 _e%.ize%.ﬁ
4-a3/4 4. g3/ 16-27/4 16-27/4’
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
a/t-3<0,
/<3 ,
r<8l.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 81], skad

f(m)—gf(y) <f(w;ry) |

czyli
f@)+ 1) <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y € [0; 81].
W szczegblnosci

F(79)+ f(81) < 2- f(80).

694. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=+x—10lnz .

Rozstrzygnac, ktoéra z liczb jest wigksza:
f(1600)+ f(1602) = —67,54267816... czy 2-f(1601)=—67,54267816... 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 10
!
x)= - —
oraz . 10
" - e
f (JZ)— 4'$3/2+I’27
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 10 0
4. g3/2 + 22 <Y
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1 10
4.x3/2 >ﬁ’
V> 40,
x> 1600.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [1600; 4+00), skad

f(ﬂf);f(y) <f(ar42ry) |

czyli

@)+ 1) <2 (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y > 1600.

W szczegdlnoscei
f(1600) + £(1602) < 2- f(1601) .

695. Niech f(z)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wicksza od

72001 1
——=124—~12,0001666666667 .
6000 * 6000 ’
Rozwigzanie:
Roézniczkujac funkcje f otrzymujemy
2z

3. (224432)%*

f(z) =
o 2 82 6- (2 4432) 81>
3-(a2 44327 9-(22+432)° " 9-(22+432)° 9. (a24432)°°
622 4+6-432—822  —22%+42-36>°  2-(—22+36%)

9- (224432 9.(224432)”° 9. (224432)""
dla = > 36, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [36, co).
Zatem wykres funkeji f dla x > 36 lezy ponize]j prostej stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
36. Poniewaz f(36) =12 oraz f'(36)=1/6, dla x > 36 zachodzi nieréwnos$¢ f(x) <12+ (z—36)/6 i
w konsekwencji

f'(x) =

0,001 1 72000 1 72001
6 6000 6000 6000 12

Odpowiedz: Warto$¢ f(36,001) jest mniejsza od 72001 ,/6000.

£(36,001) < 12+
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696. Dowies¢, ze nierOwnosc
(n+1)>""3 <n?. (n+3)"+3
zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.
Rozwigzanie:
Po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e dana w zadaniu nieréwnos¢ przybiera postaé
3-f(n+1)<2-f(n)+ f(n+3), (#)
gdzie f(z)=x-Inx dla 2 >0. Poniewaz f'(r) =Inz+%=Inz+1 oraz f"(x)=1/x>0, funkcja f jest
Scisle wypukta w przedziale (0, +00), skad wynika nieréwnosé

£(5rotgy) <5 f@+50W

prawdziwa dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x, y. W szczegdlnoéci dla z=n
oraz y =n+3 otrzymujemy

f<§-n+;-(n—|—3)> <2 fm) 5 fnt3),

czyli

fr+1) <5 f)+ 5 f(n+3),

a to po obustronnym pomnozeniu przez 3 daje nier6wnosé (#).

697. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W(x) o wspélezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
0 dla <0
fl@)=4 W(z) dla 0<z<l1
x dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:

Niech
W (z)=az’ +ba* +ca’ +dx* +ex+g.
Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w zerze, musza zachodzi¢ warunki
W(0)=Ww'(0)=W"(0)=0,
skad
1 w konsekwencji
W (z) = az’ +bx" +cx®.
Dwukrotng rézniczkowalnosé funkcji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W1)=w'(1)=1  oraz  W"(1)=0,

co wobec
W'(z) =5ax* +4bz® + 3cz®
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oraz
W"(z) = 20ax® +12bx* + 6¢x

prowadzi do uktadu réwnan

a+b+c = 1
ba+4b+3c = 1
20a+12b+6¢c = 0
ktory ma rozwigzanie a =3, b= —8, ¢c=6.

Odpowiedz: Wielomianem speiajacym warunki zadania jest W (z) = 32° — 8z 4 623.

698. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspoélezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
—1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:

Niech
W(z)=az’ +bz* +ca’+da* +ex+g.
Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie —1, musza zachodzi¢ warunki
W(-1)=-1  oraz  W'(-1)=W"(-1)=0.
Dwukrotna rézniczkowalnosé funkeji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W(l)=1 oraz W'(1)=w"(1)=0,

co wobec
W'(x) = 5az* +4bx® + 3ca® 4+ 2dx +e

oraz
W"(z) =20ax® +12bz* + 6¢x + 2d

prowadzi do uktadu réwnan

—a+b—c+d—e+g = -1
a+b+ct+d+e+tg
5a—4b+3c—2d+e
Sa+4b+3c+2d+e
—20a+12b—6¢+2d
20a+12b+6¢+2d = 0

Dodanie stronami réwnan pierwszego i drugiego, odjecie trzeciego i czwartego, dodanie piatego i
szostego daje po uproszczeniu

Il
co o~

(4)

b+d+g = 0
20+d =0
6b+d = 0
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Stad tatwo otrzymujemy b=d=g=0. W konsekwencji uktad réwnan (4) po uproszczeniu przyjmuje
postac

at+c+e = 1
S5a+3c+e = 0
10a+3¢c = 0

Rozwiazaniem tego uktadu jest a=3/8, c=—-5/4, e=15/8.

Odpowiedz: Wielomianem spetniajgcym warunki zadania jest
325 — 1023+ 152

W p—
(«) X
699. Niech -
e —1
dla z#0
flz)=
A dla =0

a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
h
_ f(m)—f0) | SHE—-A - 1-Ah
/ pr— p— h p—
FO=™ =i =i e

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec zastosowac

0’
regute de I’Hospitala.

h—0 2h
A

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz I_T, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas mozemy

po raz drugi zastosowaé regute de I’'Hospitala.
PO =lim S~
o2 2
W celu obliczenia pochodnej drugiego rzedu w zerze musimy najpierw obliczy¢ pierwsza po-
chodna poza zerem:
e r—e+1
fa)=——7F—.

7 definicji pochodnej otrzymujemy

) =f0) 12 het 1l

h 0 h ~hly h3 :
0
07

X

1 — 1
f7(0) = lim
Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

mozemy wiec zastosowac

el h+et—el—h e"-h—h eh—1
" — |5 =1 ——
/ <0)_f13£% 3h?2 _flffé 3h?2 flﬂ% 3h
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec ponownie
zastosowac regute de I’'Hospitala.

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =11 wéwczas f'(0)=1/2 oraz f"(0)=1/3.

700. Niech funkcja f:IR— R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
glx)=2"+ux.
Podaé¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalng (catkowita dodatnia) mniejsza od
100, a w liczbg wymierna, spetniajace réwnanie

ffn)=w.
Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wigkszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dzie-
sietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub
poteg).

, 20 20 5 160 160
['R)==——3 = T

—_— = = — — ”34 = =
63 216 54 7(34) 813 312

701. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotna do funkcji g: R — R zdefinowanej wzorem
3
x
g(x) = 3T
Podaé¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w trzech podanych punktach.

f(i) — 14 f(?) —_4/125 £7(12) =—3/500
702. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
3

g(z)= % +2z.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w czterech podanych punktach.

5=z (Y)=um ras=—epsm () =1m

703. Niech
flz)=Vz3+5.

Rozstrzygnac, czy liczba
£(3,01)= f(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wigksza od

16027 27
R L )
000 = 2 5000 — 2003375

Rozwigzanie:
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Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy

3z?
fll@)=————35
@) 5-(2345)"/°
oraz
6z 362 30z (2 4-5) 36z

f/lx: _ — _ —
(@) 5-(z3+5)"°  25-(2345)""  25-(a3+5)"° 25 (a3+5)"/°

30z* + 1502 — 36z* 150z — 62* 6z - (25— 2?)
9/5 9/5 — 95 <
25-(2345) 25-(2345) 25-(23+45)

dla z > /25, skad wynika, ze funkcja f jest écigle wklesta w przedziale [\3/ 25, oo), zawierajacym
przedzial [V/27, 00) = [3, 00).

Zatem wykres funkcji f dla x > 3 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
odpowiadajacym x = 3. Poniewaz f(3) =2 oraz f'(3) =27/80, dla z > 3 zachodzi nier6wnos¢

27-(x—3)

1 w konsekwencji

27-0,01 27
=2+

3,01) <2 .
f(3,01) <2+ 80 8000

Odpowiedz: Warto$¢ f(3,01) jest mniejsza od 16027,/8000.

704. Niech
flz)= Va3 +5.

Rozstrzygnaé, czy liczba
£(4,08) ~ 2,36

jest mniejsza czy wicksza od
f(4)+0,027~2,36

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
f(x) = 3—x2
5-(2345)"°
oraz
6 362 30z (2°+5) 362

f//x: _ — _ —
(@) 5-(x345)"° 25 (a3+45)°°  25-(a3+45)"°  25.(a3+45)"°

302* +1502 —362* 150z —6z*  6x-(25—2a?)
25-(x3+5)"°  25-(2345)"°  25-(a3+5)"°

dla z > /25, skad wynika, ze funkcja f jest $ciéle wklesta w przedziale [\3/25, oo), zawierajacym
przedziat [\3/ 27, oo) =3, 00), a funkcja f’ jest w tym przedziale malejaca.
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Zatem wykres funkcji f dla x >4 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
odpowiadajacym = =4. Poniewaz f'(4) < f'(3) =27/80, dla x > 4 zachodza nieréwnosci

27-(x—4
F(@) < 7+ £~ < )+ 7D
i w konsekwencji
27-0,080
Odpowiedz: Wartosé¢ f(4,08) jest mniejsza od f(4)+0,027.
705. Niech
fla)=Va5—5.
Rozstrzygnac, czy liczba
f(2,1)=f(21/10)~ 3,30
jest mniejsza czy wieksza od
8 3+ LN 3,30
27 " 217
Rozwigzanie:
Roézniczkujac funkcje f otrzymujemy
Flo)=—
3-(a5—-5)°
oraz
20z? 502°  602°-(z°—5) 50x®

"
xTr)= — = =
) 3-(25 =57 9-(25-5)""  9-(x5—5)"* 9.(a5-5)""
602® — 3002 —502%  102® —300z  102°- (z° —30)
9. (25 —5)/3 9-(z5—=5)"3 9. (x5—5)"/3

dla > ¥/30, skad wynika, ze funkcja f jest $ciéle wypukta w przedziale [\5/ 30, oo), zawierajacym
przedziat [\5/ 32, oo) =2, 00).

Zatem wykres funkcji f dla > 2 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
odpowiadajacym x =2. Poniewaz f(2) =3 oraz f'(2) =80/27, dla x > 2 zachodzi nier6wnos¢

80-(z—2)
f(x)>3+T
i w konsekwencji
80-0,1 8
2,1 — =3+
f(2,1) >3+ o 3+27

Odpowiedz: Wartosé f(2,1) jest wigksza od 89/27.

706. Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f”(x) > 1 dla kazdej liczby rze-
czywistej .
Dowieéé¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
z)+ T+ r—y)?
I )2f(y)>f( 2y)+( 8y) ‘
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Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje pomocniczg g : R — R okre§long wzorem

1’2

g(z) = fl2) -5

Wowczas dla kazdej liczby rzeczywistej x otrzymujemy
g (x)=f"(2)—1>1-1=0,

skad wynika, ze g jest funkcja wypukta. Wobec tego dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nierownosé

9(x)+9(y) | (x+y)
= )
2 2
co po wykorzystaniu definicji funkcji g daje kolejno:

fla)—Z+fly)—% }f(ﬁy) B (%)2

f(x);f(y?_ﬁzf >f(:vﬂ§y)_(x4zy)2’
f(x);rf(y) >f(w;y)+x21y2_x2+2r§y+y2’
f(x)—gf(y) St x;y)+2x2;r2y2_x2+2387y+y27
f(fff)-zkf(y) >f(1’42ry)+x2—2gy+y2’
f(flf)—gf(y) >f(x—2ky)+(af—8y)27

co nalezalo dowiescé.

707. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x)={/22+2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe rzeczywista dodatnia C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fy)l<C-Jz—y|.
Rozwigzanie:
Pomingwszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej wynika row-
nosé
[f (@)= fW)l =z —yl-[f' ()],
gdzie c lezy pomiedzy x i y.
Zatem najmniejsza stata C, z ktéra prawdziwa jest nieréowno$¢ podana w treéci zadania, jest

réwna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: = € R}.
Obliczamy pochodna funkcji f:
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Zauwazmy, ze

2 2 -1/3
lim f'(z)= lim —xm = lim : 775 =0
z—+00 r=E0 3. (224-2) roE0 3 (142-272)
Ponadto
2 8x?

fw)= 3. (224277 9. (z242)*

Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
2 82

3-(2242)% 9. (2242)*3
3- (x2—|—2) =422,
6=2z2,
r=+V6.
Wyliczamy warto$ci funkcji f’ w miejscach zerowych jej pochodnej:
+2-/6 2-4/6 2-4/6 1
PR R s R
3 ((+v6)"+2)
Stad wynika, ze funkcja f/ przyjmuje najmniejsza i najwicksza wartoéé odpowiednio —1/4/6 i

1/v/6, a zatem C'=1/+/6.

708. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « € (2, 4) zachodzi nieréwnosé

x
log,x > ok
Rozwigzanie:
Inx x
Oznaczmy f(z)=logyr = g Oraz g(x)= 7 Wéwcezas
1
!/
)= x-ln2 "’

Zatem funkcja f’ jest malejaca w przedziale (0, 0o), skad wynika, ze funkcja f jest funkcja $cisle
wklesta.

Poniewaz f(2)=g¢(2) =1 oraz f(4)=g(4) =2, prosta bedaca wykresem funkcji liniowej g jest
sieczna wykresu funkcji f wyznaczong przez punkty odpowiadajace =2 i x =4. Odcinek tej
prostej zawarty miedzy tymi punktami jest wiec cieciwag wykresu funkcji f, a skoro f jest Scile
wklesta, to lezy on ponizej wykresu.

Zatem f(x)>g(x) dla x € (2, 4), co nalezalo udowodnié.

709. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (3, 5) zachodzi nier6wnosé

7
7x3+3<x—é— )

Rozwigzanie:

Oznaczmy

flz)=Va3+3.
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Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy

3z?
fl@)=—"—%r
@) 7-(23+3)%7
oraz
6z 54x? 42z - (23 +3) 54x?

f”a’/': —_ = — =
(@) T-(234+3)%7T  49- (23437 49. (13 +3)7 49 (a3 43)"7

420 +1262 — 54zt —122"+1262 6z (—22°421)
49 (23437 49 (3 +3)7 49 (3 +3)"7

21 21
dla x> \3/ 5 <3, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [\3/ oL oo) zawierajacym

interesujacy nas przedzial (3, 5).
Zatem wykres funkcji f dla x € (3, 5) lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f w

5 D1
punkcie 5. Poniewaz f(5) =2 oraz f'(5) — dla x € (3, 5) zachodza nieréwnosci”

T8 150 6

€/x3—+3:f<x)<f(5>+(x—5>.f'(5):2+(:c—5>.412<2+(x—5).

1 124+(x—-5) a+7
6 6 6

co konczy rozwigzanie zadania.

"Po drodze nalezy uwzglednié, ze liczba z—5 jest ujemna.
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