Jarostaw Wroblewski

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Zadania do oméwienia! na éwiczeniach w czwartek 22.01.2026,
piatek 23.01.2026 i czwartek 29.01.2026.

Zadania nalezy sprébowac rozwigzaé przed ¢éwiczeniami !!!

Wstawi¢ znak ”<” albo ”>" i udowodni¢ powstala nieréwnosé:

7T18. ¢% .......... 1+xdlaxz>0
72
720. &* .......... 1—}—:15—1—? dla x>0
2 3
722. ¢ oo 1—1—33—1—%4—% dla >0
723. In(x+1) ..o x dla x>0
725. In(x+1) ... rdla—-1<x<0
x? 2
727. In(x+1) ..o x—?—i—? dla x>0
x? 2
728. In(z+1) ... x—?%—? dla —1<z <0
729. In(z+1) coo...... gd1a0<x<2
730. arctgx .......... xdlax>0
732. sinx .......... z dla x>0
23
734. sinx .......... x—g dla z>0
. 2z T
736. sinx .......... — dlal0<zx<—
T 2

719. " .......... 1+2xdlal0<x<1
721. €% ... l+z+22dla0<z<1
72
724. In(z+1) .......... Y dlaz>0
72
726. In(x+1) .......... Y dla —1<z<0
731. arctgx .......... % dlad<z<l1
72
733. COST .......... 1—? dla x>0
x? 2t
735. cOST .......... 1——+—dl
COSZ 5 —1—24 az>0
. 3 T
737.sinx .......... — dlal0<z<—
T 6

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.

Lista 8 - 70 -

Strony 70-77



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

Pochodne wyzszych rzedow.

Operacja rézniczkowania przypisuje funkcji f jej pochodna f’. Jezeli dziedzina pochodnej
nie jest zbyt zdegenerowana?, mozemy do pochodnej ponownie zastosowaé operacje rézniczkowa-
nia otrzymujac pochodng pochodnej funkcji f. Tak otrzymang funkcje nazywamy druga pochodna
lub pochodng drugiego rzedu funkcji f i oznaczamy przez f”. Taka zabawe mozna kontynuowadé
dalej rézniczkujac funkcje f” i otrzymujac trzecig pochodng?® f".

Mozemy wiec napisaé
(f/)/ — f// oraz (f”)/ — fl//

lub

dz dx oraz dx dz? dx?

d (df@)) _d f(x) _ & f(2) d (df(@) _d*f(x)
(")~ i ()

Na przyklad dla funkcji f okreslonej wzorem f(x)= ' mamy

f(z) =107, f"(z) =90z" oraz  f"(x)="7202".

W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé¢* pochodng dowolnego rzedu® naturalnego n jako efekt
n-krotnego rézniczkowania funkcji. Przy tym pochodne rzedu wyzszego niz trzeci lub pochodne
o 1zedzie, ktéry nie jest konkretna liczba, zapisujemy w postaci f(™. Tak wiec czwartg pochodna
funkeji f zapiszemy® jako f4.

Mozemy wiec przyjaé nastepujaca definicje rekurencyjna

fnt) = (f(n))’

lub w innym zapisie

dzntl dx

dz™

) (1),

W uzupetnieniu do tej definicji przyjmujemy, ze funkcja jest swoja pochodna zerowego rzedu.
Oczywiécie pisanie f(©) zamiast f nie ma praktycznego sensu, ale uzycie zapisu f™ w kontekscie
n mogacego przyjmowaé¢ wartos¢ 0 bedzie przez nas w przysztosci stosowane.

2Formalnie rzecz biorac, to rézniczkowaé mozemy nawet funkcje, ktéra w zadnym punkcie nie jest rézniczkowalna,
— po prostu jej pochodna jest funkcja o pustej dziedzinie i owa pochodna ma kolejng pochodng o pustej dziedzinie.
Jednak chodzi nam tutaj nie o formalistyczne niuanse, a o rézniczkowanie, ktére prowadzi do czegos interesujacego.

3Przypominam, ze f’ czytamy jako ”ef prim”. Z kolei f” czytamy jako "ef bis”, a f”’ jako "ef ter”.

4To, e je sobie zdefiniujemy, nie oznacza jeszcze, ze dla kazdej funkcji beda istniaty.

5Mozemy tez powiedzieé: n-ta pochodna.

6Jesli ktog bardzo mocno chce zapisaé takie pochodne w notacji prim-bis-ter, to nie zapisujemy tych pochodnych
dodajac kolejne primy, ale imitujac zapis rzymski z malymi literami. Nie napiszemy wiec "/, ale f'V, przy czym
zapis taki jest na tyle rzadko stosowany, ze nie ma ustalonych regut co do ewentualnego stawiania kropki nad ”i”.

Lista 8 -71 - Strony 70-77



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

W kazdym z kolejnych 10 zadan zapisz w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
wartosci trzech pochodnych funkcji w podanym punkcie.

738. fi(z)=vZ  fl(25)=........... B 10 @R =
739. fo(x)=x-vT  f(1/4)=... ... L) = L=
740. f3(z)=2"-vVr  fid)= ... ....... : T4)= ... : V()=
AL fi(z) =Yz fi(1)= ... L= )=
742, fs(x)=x- T fU1)2T)=......... L= a2 =
743. fo(z)=Inz  fi(2)=............ L )= L @)=
744. fr(z)=z-Inx  fi(1)= ........... : P = . : )=
745. fs(x)=arctgr  fy()= ........... : T = : )=
746. fo(v) =arctgr  fH(2)= ........... : 2= ... : M=
TAT. fio(z) =arctgr  flo(3)=........... S @B = o rB) =

W kazdym z kolejnych 4 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej czwartego rzedu danej funkcji w trzech podanych punktach. Jezeli
licznik lub mianownik jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dziesietnej (moze by¢
zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub poteg).

748. fi(x)=Inx

FON) = W@y=.......... FO@Y =
749. fo(r) =sinz-cosz

£ (%) — £ (Z) — £ (g) —
750. fs(z) = (224 1)/?

0= W= a2y =
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752. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu 2019 funkeji f:R — R okreslonej wzorem
f(z)=e" sinz.

Otrzymany wzoér powienien mie¢ prosta posta¢, bez znaku ”Y", z co najwyzej dwoma znakami

"+”7 i co najwyzej dwoma znakami 7 —".

753. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb rzeczywistych (a, b), ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem
f(x)=e"-cos(br)

jest réwna swojej pochodnej trzeciego rzedu.

754. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu 2022 funkcji
f(z)=e"sin (x\/§> :

Otrzymany wzor powinien mieé prostg postac, nie zawierajacag zadnego ze znakow 7327, 7+

755. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu 2022 funkcji

f(x)ze%in(\%) .

Otrzymany wzér powinien mieé prostg postac, nie zawierajaca zadnego ze znakéw 77 747

Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu n funkcji zmiennej z danej wzorem”:

756. In(z'") 757. T 758. Vx 759. 1* 760. xe”
1
761. sinbx 762. cos’ 763. ’Inx 764. In (z°>—1 765, ———
( ) Vr+yvr+l
1 1 1 1
766. 767. —— 768, ——MW 769.
r+a (r+a)? (x4 2025)2025 24z
1 1 1 1
770. 771 72— 73—
2 —1 3 —x x5 —had+4x x4+ 223 4 22

774. Dowies¢, ze
dTl 2 2
e _ ; LT ’
e Wo(z)-e

gdzie W, (x) jest wielomianem stopnia n. Wyprowadzi¢ wzér na W, (z) w zaleznosci od W,,(z).

775. Dowiesé, ze
dn
d;z;nex7 = ”n(ﬂﬁ)'ex? ;

gdzie W, (z) jest wielomianem stopnia 6n. Wyprowadzi¢ wzor na W, (z) w zaleznosci od W, (x).
Dowies¢, ze W, (z) ma postaé V,, ([E7> -a*n | gdzie k, €{0,1,2,3,4,5,6}.

(w+a)

"Wskazéwka do niektérych zadan: rozlozyé funkcje na sume wyrazen postaci j_ lub
x+a
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Wzoér Taylora.
Przypominam wzoér Taylora w zerze z uzytecznag dla niektérych zadan postacia reszty:
fla) =3 It g(o),
i=0 b
gdzie g jest funkcja gtadka, czyli C*°, czyli majaca ciagte pochodne wszystkich rzedéw w otoczeniu

zera. Oczywiscie musimy zaltozy¢, ze funkcja f jest gtadka w otoczeniu zera, ale to na ogdt jest
prawda w przyktadach, ktore spotykamy na swojej drodze.

Ogoélna, nieco bardziej sformalizowana, wersja wzoru Taylora w tej postaci wyglada nastepujaco:

Niech f bedzie funkcjg gltadka w otoczeniu punktu xy. Wowcezas dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje taka funkcja g, gtadka w otoczeniu x, ze dla kazdego = odpowiednio bliskiego® x zachodzi
rOWNos¢é

(@ —mo) (@ —w0) ga().

f)=3

P

Do tego trzeba dodaé nastepujace spostrzezenia:

Po pierwsze:

n
Po drugie, dla k£ >n:
dk n
? — 0

I wreszcie po trzecie:

Wobec réwnosci

d
. (" h(x))=2""1 (n-h(z)+x-N(z))
x
przez indukcje mozemy udowodnié¢, ze dla k <n istnieje taka funkcja hy, ze
dk n n—k
%(Jc “h(x))=2""" hg(z),
a to ma w zerze wartos¢ zero. Stad wniosek, ze dla gtadkiej funkcji h oraz k <n zachodzi
.
g (@"-hx))| =0,
=0
gdzie przez F(x) rozumiemy F'(a).

r=a

7

8Sformutowanie ”Dla kazdego 2 odpowiednio bliskiego g ...” mozna sformalizowaé jako:
Istnieje takie § > 0, ze dla kazdego = € (xg—9, xg+9) ...

9Dla uproszczenia te spostrzezenia sa sformutowane dla zg =0.
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Zbadad, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum
czy maksimum lokalne) w podanym punkcie x.

22
776. f(x):ez—x—?, 2o=0

2 3

TTT. f(x):ex—x—?—g, xo=0

778. f(x)=sinz—In(1+x), 20=0
779. f(x):2cosx+1n(1+x2), xo=0
780. f(x)=arctgr —z, xo=0

781. f(x)=arctgr — %, ro=1

782. Funkcja f:[a, ) = R ma w przedziale D; = [a, b] ciagle pochodne do rzedu trzeciego
wlacznie (na konicach przedziatu ma pochodne jednostronne réwne odpowiednim granicom jedno-
stronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy maksimum
lokalne), jezeli:

i) f/(a*) >0

i) f'(a*) <0

iii) f/(at)=0, f’(a")>0

iv) f/(a*) =0, f"(a*)<0

V) fat) = f"(a*) =0, f"(a*)>0
vi) f(a) = f"(a*) =0, f"(a*)<0

b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy maksimum
lokalne), jeZeli:

vii) f/(b7) >

viii) f'(b )<0

ix) f'(b7) =0, f"(b7)>

x) f'(b7)=0, f(b7)<

xi) f/(b7)=f"(b7) =0, f”’(b_)>0
xii) f/(b7) = f"(b") =0, f"(b7) <0

~~ I/~ —~ —~ —~

(
(
(
(
(
(
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783. Dobrac takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=V1+z+axr+br*+ca®
speliata warunek
f1(0)= f"(0)=f"(0)=0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesdli tak, to jakie?

784. Dobrac taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(1+z)+e*+az®
speliata warunek

f"(0)=0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesli tak, to jakie?

785. Dobrac taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(@) =(1+a)+a-¢
miata w zerze (lokalne) ekstremum. Jakie to ekstremum?
786. W zadaniach 786.1-786.10 funkcja f; jest okreslona wzorem
fe(z)=2"-In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego
warto$¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

786.1. f/(0)= ... ..o 786.2. f(0)= .. ...
786.3. fI(0)= ... 786.4. f(0)=...................
786.5. [ (0)= ... ................. 786.6. fi(0)= .. .. ... ...
786.7. fON0) = .. 786.8. fAV(0)= ...
786.9. [V (0)= ... 786.10. £V (0)=...................
787. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
flx)=a%€".
Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fAV0)=...... b) fA90)=...... c) fO0)=...... d) f®0)=......
788. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
flx)=a2€".
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fWO0)=...... b) fO0)=...... c) fA9%0)=...... d) fA0)=......

789. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(:L‘) :xloo_egp ]

Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fO0(0)= . .. b) FUODO0)=..... ) fU0)= ... d) a9 (0)= ...
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790. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
f(z)=sin’z.

Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fW0)=...... b) fO0)=...... c) fO0)=...... d) f®0)=......
791. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
z-In(1+x)

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartos¢ pochodnej odpowiedniego
rzedu funkcji f w zerze.

a) fAY0)= ..... b) f12(0)= ..... c) fB0)=..... d) f0)=.....
792. Niech f(z)=e"". Obliczy¢ f29(0) i £2°2V(0).
793. Dobrac¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(1+2z)+e " +az®
speliata warunek
f///(o) —0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesli tak, to jakie?

794. Dobrac taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=sin (:U3) +a-sin (x5)
speliata warunek

FU9(0)=0.

795. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
3 — e —In(1+x)

flz)= a?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczyé f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla xz#£0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0), f(0)
oraz f™(0).
796. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwiazywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze " —1In(142x)

flz)= v’
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0), f(0)
oraz f4(0).
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