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sing > —xdla0<x<z 737. sinz > —xdla0<x<ﬁ
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W kazdym z kolejnych 10 zadan zapisz w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
wartosci trzech pochodnych funkcji w podanym punkcie.

738. fi(r) =z fi(25)=1/10, 7(25) = —1/500,
739. fo(r) =2V f3(1/4)=3/4, 5(1/4)=3/2,
740. fs(z) =2 Vx f5(4) = §(4)=15/2,
T41. fy(z) =V fi1)=1/3, 4(1)=-2/9,
742. f5(z) =2 Yz f5(1/27)=4/9, 5(1/27) =
743. fo(z) =Inx fi(2)=1/2, 7(2)=—1/4,
744. fr(z)=xz-Inz 7(1)=1, 7(1) =1,
745. fs(x)=arctgx 1(1)=1/2, 7(1)=—1/2,
746. fy(x)=arctgx 1(2)=1/5, 1(2)=—4/25,
747, fio(x) = arctgr 1,(3)=1/10, " (3)=—3/50,
Lista S8R - 273 -

{'(25)
P(1/4)=
() =
///( )
(1/27) = —T2
/(2)=
r(1)=—1
v =
/l/( )
(3) =13/250

=3/25000

15/16

10/27

1/4

1/2

22/125

Strony 273-278



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

W kazdym z kolejnych 4 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej czwartego rzedu danej funkcji w trzech podanych punktach. Jezeli
licznik lub mianownik jest wigkszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dziesigtnej (moze by¢
zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub poteg).

748. fi(x)=Inx

(1)=—-6 (2)=-3/8 AV (3)=—2/27
749. fo(x) =sinx-cosx

77 (1) =4 #1(3)=8 2 (5)=0
750. fs(z)=(2x+41)%?

£ (0)=-15 £ (4)=-5/9 ™) (12) = _3/25

751. fi(z)= Va3 +322+32+1
@ (0)=9/16 f9(3)=9/22=9/512 F9(8)=1/(16-27) =1/432

752. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu 2019 funkcji f:R — R okreslonej wzorem
f(x)=¢€"-sinx.
Otrzymany wzoér powienien mieé prosta posta¢, bez znaku 732" z co najwyzej dwoma znakami
"+” i co najwyzej dwoma znakami 7 —".
Rozwigzanie:

Obliczajac kolejne pochodne funkcji f otrzymujemy
f(z)=¢€"-sinz+e”-cosx,
f"(x)=€"-sinz+e" - cosx+e”-cosx—e”-sinz=2-¢”-cosx,
f"(x)=2-€"-cosx—2-€"-sinx,
fB(z)=2-€"-cosz—2-¢®-sinx—2-e"-sinz —2-e-cosz = —4-e”-sinz = —4- f(z),

skad wynika, ze czterokrotne zrozniczkowanie funkcji f jest rownowazne z pomnozeniem jej przez
—4.
Wobec tego
(2019) d’ (2016) d’ (4-504) d’ 504 1008
TrT) = —— €Tr)= ’ €Tr)= —4 I:2 -/”a’,’:
FOO () = S FEION ) = O () = T () () =2 ()

= 21008 (2.¢%.cosx —2-€” -sinx) =29 ¢ (cosz —sinz) .

Zbadad, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum
czy maksimum lokalne) w podanym punkcie xg.
2
776. f(x)=€"—ax— %, zo=0 NIE

2 133

777. f(x):ex—x—%—g, 2o=0 MIN
778. f(z)=sinz—In(1+=z), xo=0 MIN
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779. f(x):2cosx+ln(1+m2>, ro=0 MAX

780. f(x)=arctgr —z, xg=0 NIE
781. f(a:):arctg:c—g, ro=1 MAX

Analiza Matematyczna 1, zima 2025/26

782. Funkcja f:[a, ) = R ma w przedziale D; = [a, b] ciagle pochodne do rzedu trzeciego
wlacznie (na koncach przedziatu ma pochodne jednostronne réwne odpowiednim granicom jedno-

stronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy maksimum

lokalne), jezeli:

i) f'(a™)>0 MIN

i) f'(a™) <0 MAX

iii) f'(a*)=0, f"(a*)>0 MIN
iv) f'(a™)=0, f"(a™)<0 MAX

~~ I/~ N N —~

V) f/<a+) :f//(a—i—) =0, f///(a+) ~0 MIN
vi) f'(a™)=f"(a*)=0, f"(a™)<0 MAX

b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy maksimum

lokalne), jezeli:
vil) f/(b7) >0 MAX
viil) f'(b7) <0 MIN

x) f/(b7)=0, f'(b-)<0 MAX

xi) f'(b-)=f"(b-)=0, f"(b-)>0 MAX
xit) f/(7) = f"(b6") =0, f"(b~)<0 MIN

(
(
(ix) f/(b-)=0, f"(b)>0 MIN
(
(
(

786. W zadaniach 786.1-786.10 funkcja f; jest okreslona wzorem
fe(z)=2" In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego
warto$¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

786.1. f/'(0) =2
786.3. £V (0)=8
786.5. f}'(0) =

786.7. f2(5)(0):40
786.9. f7(0)=—60

Lista S8R

- 275 -

786.2. f/"(0)=—3
786.4. 7 (0)=—30
786.6. fiV(0)=—12

786.8. £V (0)=24
786.10. f\”(0) =120
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787. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem

f(z)=22e".
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fAV(0)=110 b) f19(0)=90
¢) fO(0)=T2 d) f(0)=56

788. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem

f(z)=a>-e".
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fW(0)=24 b) f©(0)=120
c) f19(0)="720 d) f(0)=990

789. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
flz)=21%.¢" .
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) f199(0)=100! b) f10U(0)=101!
c) f192(0)=102!/2 d) f1%(0)=103!/6

790. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
f(z)=sin’z.
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) f@(0)=-8 b) f®(0)=0
c) f©0)=32 d) f®0)=-128

791. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem

z-In(1+x)
Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartos¢ pochodnej odpowiedniego
rzedu funkcji f w zerze.

a) fAV(0)=-1/120 b) f12(0)=1/11
c) f1¥(0)=-13/12 d) f4(0)=14

792. Niech f(.ZE):@xS. Obliczy¢ f(2020)<0) i f(2021)(0)_
Rozwigzanie:

Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji gtadkiej g, ze
404 .k

=3 £+$405‘g($)'
izo F!
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Wobec tego
404 .5k

f(m) :ezps _ Z F_'_ZQO% g ($5)
k=0 "v*

i w konsekwencji

20200 q*0%0
(2020) ( .\ 2025 5
f ()= 404! +dx2020 (x -g(x >> ‘

Zatem 50201
f(2020)(0> — s
404!
Analogicznie
f(2021)(x) _ > <$2025_ (335))
T 2021 9 )
skad

f(2021) (0) =0.

793. Dobrac taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(14+z)+e " +ax’

speliata warunek

f"(0)=0.
Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesli tak, to jakie?
Rozwigzanie:
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takich funkcji gtadkich g i h, ze
2 .3 g4
In(1+4x) :x—?%—?—Z%—xS-g(az)
oraz s a4
o’ x
=] b h(x).
e T+ 7 "6 - 5l +x°-h(x)
Zatem
. 5.t
In(l4+z)+e "= 1+E_ 54 +2°- (g(z)+h(x)).
Stad wynika, ze warunki zadania spelnia a =—1/6 i wéwczas

5-24
flay=1-"3

ma w zerze lokalne maksimum, gdyz

+2°- (g(z)+h(z)) =1+ (;j +z-(g(x) —|—h(x))> at

o1 +z-(g(z)+h(x)) <0

dla z bliskich 0.

794. Dobraé taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=sin <x3) +a-sin (1:5)

speliata warunek
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Rozwigzanie:

Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji gtadkiej g, ze
i I g)
sint=r——+-—+z"-g(x).
6 ‘120 "7

Zatem
9 15 15 25

oy =sin(e?) tassin (o) ="~ 4 g a0 (o) v = G4
9

_ .3 s 2’ (1-20-a)-2® 5 3y, a2’ 14 5
=x"+a-x _F—i_ 120 +z7 - g(x)—i—l—m—i-a-m g(x) .

Warunek f1%(0)=0 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy wspotczynnik przy ='° jest réwny
0, czyli dla a=1/20.
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