Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

Egzamin, 17062026, godz. 9:00-11:00
Zadanie 1 (10 punktéw)

Wyznacz zbiér wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktorych catka
niewlasciwa

Vs + a:G

o0
/ P+ :103”
0

jest zbiezna.
Rozwigzanie:
Dzielagc przedziat catkowania otrzymujemy

a + %P P + 2P x4 P
/‘\/1‘8_}_1'6 /1/'@8_’_3’;6 /‘/lv8_+_$6
Zbadamy, dla ktéorych wartosci parametru p calki wystepujace w powyzszej sumie sg zbiezne.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryterium pordw-
nawczego dla catek niewtasciwych.
Po uwzglednieniu nieréwnosci 4p > 3p otrzymujemy
/ 4”—|—x3p /1 3p—|—x3p

\/a:8+x6 \/O—l—x6
0 0

oile 3—3p<1, czyli p>2/3.

Ponadto
b P 3 [0+ 1 | dz
/ 81 16 / 61 6dx:72 /x3—3p:+oo’
5 Vad+x 5 Vab+x 4
oile3—3p>1, czyli p<2/3.
Podobnie ) ) )
T a4 2% TP 4 P T dx
————dx=2- <400
4-4 ’
!m </ =
oile4—4p>1, czyli p<3/4.
Ponadto
701:4p+:1:3p 70:1:4p—|—0 1 7

oile 4—4p <1, czyli p>3/4.

Whiosek: Jezeli 2/3 < p <3/4, to obydwie calki powstale z podziatu przedziatu catkowania
sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa caltka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych catek jest
rozbiezna, a zatem wyjsciowa catka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana caltka jest zbiezna dla p € (2/3, 3/4).

Uwaga 1: Swiadomos¢ koniecznosci wykonania wszystkich czterech oszacowan jest kluczowym
elementem rozwigzania. Bez tego elementu zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet
przy poprawnej odpowiedzi i dwoch oszacowaniach, a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione na wiegcej
niz 4 punkty.
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Uwaga 2: Zadanie polega na udowodnieniu poprawnosci podanej odpowiedzi. Poprawna od-
powiedz mozna odgadnaé¢ stosujac intuicyjne przymiarki w stylu: ten sktadnik jest dominujacy,
a pozostale mozemy zaniedba¢. Takie postepowanie sprawdza sie¢ w zadaniu testowym, gdzie trze-
ba malym naktadem pracy odgadnaé¢ poprawng odpowiedz bez podawania uzasadnienia. Jednak
w przypadku zadania otwartego podanie samej tylko poprawnej odpowiedzi bez $ladu oszacowan
dowodzacych jej poprawnosci nie stanowi rozwigzania zadania i w zwigzku z tym nie moze by¢
ocenione na wiecej niz 2 punkty.
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Zadanie 2 (10 punktéw)

Oblicz sume szeregu
1

2 (B3n—1)-(3n+8) "

n=1

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 A n B
(3n—1)-(3n+8) 3n—1 3n+8°

Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (3n—1)-(3n+8) otrzymujemy

1=ABn+8)+B(3n—-1). (%)
Dla n=1/3 otrzymujemy A=1/9, natomiast przyjecie n=—8/3 daje B=—1/9.
Inny sposéb: poréwnujgc w réwnaniu (*) wspotczynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy uktad
rownan i go rozZwiqgzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

S__% 1 _;.%( 11 )_
N = (3n-1)-3n+8) 9 = \3n—1 3n+8 B

(Gt i) i) o)

1 1 1 1 1

”+QN—m_MWJ>+QN—f£N+J+(MI4 MW%>+&N 13N+Q>_
1 /1 1 1 1

= [=4=4=-—
9\2 58 3N+2 3N+5 3N+8

co przy N dazacym do +oo zbiega do

1 1+1+j; 1 204845 133 _ 11

9\27578) "9 40 940 120

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/120.

Uwaga: Kluczowym elementem rozwigzania jest poprawne wykonanie przejscia granicznego,
co mozna uzyskac¢ tylko przez rozwazanie sum czesciowych. Bez tego elementu zadanie nie moze
by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnej odpowiedzi, a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione
na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Wyznacz zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktorych szereg

S (Vs —n)

n=1
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
W przypadku p > 8 mamy
5 () > $ (Vi) = (V2-1)- S =
n=1 n=1 n=1

szereg jest wiec rozbiezny.
W dalszej czesci rozwigzania zatozymy, ze p <8, a wiec w konsekwencji n? < n®.

Przepisujemy wyrazy danego szeregu korzystajac ze wzoru na réznice 6smych poteg (trzykrotne
zastosowanie wzoru na réznice kwadratow):

2 Vi) = e o) (Voo +o) - (Vo ror )

Szacujemy szereg od gory:

np

np

> (V) (Vs T tnd) (Vi t o tn)

0 np
S & (V0 (Vo) - (Vs r0em)
X np 1 & 1
:gﬁ—g — 1n7—1’<oo’

oile 7—p>1, czyli p<6.
Stad wnioskujemy, ze dla p <6 dany szereg jest zbiezny, natomiast powyzsze szacowanie nic
nie mowi o zbieznosci szeregu dla p > 6.

Szacujac szereg od dotu otrzymujemy:
np

2 ) (Vs ) (e in)

> oy <\/n8+3n8+n4) . <\4/n8+ 15n8+n2) . (\8/ n8+255n8+n> -
& np B 1 & 1 B
_223127727_277',1_1727—?_ ’

oile T—p<1, czyli p>6.
Stad wnioskujemy, ze dla p > 6 dany szereg jest rozbiezny, natomiast szacowanie od dotu nic
nie mowi o zbieznosci szeregu dla p < 6.

Po uwzglednieniu zalozenia o dodatniosci p otrzymujemy:
Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny dla p € (0, 6).
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Zadanie 4 (10 punktéw)
Oblicz warto$é¢ catki oznaczonej
2
/sin2x-cos3x-sin5x dx .
0
Doprowadz wynik do postaci w-m, gdzie w liczba wymierna.
Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycznej.
Przyjmijmy 2z =cosx+isinz, co daje

2" =cosnx+isinnz, z " =cosnx—isinnz, cosnx = —5 sinnx =

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
Pzt P4 Pz (P2—27) (P42 (2P —27P)

sin2x-cos3x -sinbx =

2 2 2% —8
B ( 5—z+z*1—z*5)-(z5—z*5) B A0 64 4 o4 4 64 10 B
— 5 — 3 —
~ cos 10z cosbx cosdxr 1
1 1 1w

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):
2m 2m
/sin?m-cos?w-sinmcdx:/—
0 0

cos10x L cosbx _ cosdx i 1
4 4 4 4

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ /2.
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Zadanie O (10 punktéw)
Oblicz catke nieoznaczong
/x-(m+7r)” dx .
Rozwigzanie:
Sposob 1

Wykonamy catkowanie przez czesci rézniczkujac pierwszy czynnik i catkujac drugi. Otrzymu-
Jemy

. 71'+1 7r+1 m+1 T2

/x~(x+7r)”da::x l_/ (x+m) dwzx.(l'_’_ﬂ-) _ (z+m) LC.

: T+1 S T+1 (m+1)-(m+2)
Sposob 11
Wykonamy podstawienie ¢t =+ 7 i formalnie dx = dt. Otrzymujemy

t7r+2 7T~2f7r+1 ($—|—7T)7T+2 7T'(JI+7T)7F+1
: Tdr= [ (t—7)t"dt= [ " —7t" dt= — = - C.
/x(x+7r) v /< ) / m m+2 741 T2 m+1 *

Uwaga: Pozornie oba sposoby prowadza do réznych odpowiedzi. Jednak w rzeczywistosci jest
to ta sama funkcja, tylko zapisana w innej postaci.
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Zadanie O (10 punktéw)

Wyznacz obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

00 TL'an

2 n2488 "

n=1

Rozwigzanie:
Dla z =0 szereg jest oczywiscie zbiezny, zatem w dalszej czesci rozwigznia zalozymy, ze z # 0.

Stosujac kryterium d’Alemberta do danego szeregu otrzymujemy
(n+1)-2%"8. (n?+88) . s n*+88  n+l g
= lim |z]|°- ~ =|2]°.
n—oo| ((n+1)2488)-n-28 | n—c (n+1)2488 n
Stad wynika, ze przy |z|® <1, czyli |2| < 1 szereg jest zbiezny, natomiast przy |z|®>1, czyli |2| > 1
szereg jest rozbiezny.
Pozostaje rozstrzygnaé zbieznosé szeregu w przypadku |z| =1.
Jezeli 2% =1, to dany szereg przyjmuje postaé
s n > n 1 &1
—_ > —_— = — =00,
n; n? 488 /n; n?+88n? 89 n;n
jest wiec rozbiezny na mocy kryterium poréwnawczego oraz rozbieznosci szeregu harmonicznego.
W przypadku, gdy |z| =1, ale 2® #1, dany szereg przyjmuje postaé

oo n n
n;w n2+88’

gdzie w = 2% jest liczbg zespolong o module 1 rézng od 1.

Udowodnimy zbieznos¢ tego szeregu korzystajac z uogolnienia kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych. Jedynym klopotliwym zalozeniem tego kryterium jest monotonicznosé¢ ciagu
modutéow wyrazow, czyli nierdwnosé

n n+1
> ;
n?+88 " (n+1)2+88
co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom
n-(n*+2n+89) > (n+1)- (n”+88)),
n®+2n%+241n > n*+n’+88n+88,
n’+n>88,
n-(n+1)>9-10—2,

skad wynika, ze nier6wnosé () jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 9.

Zatem szere
& 212188

miennych, wobec czego jest zbiezny.

Poniewaz zbiezno$¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu wyrazow,

00 n,
takze szereg —_
n; n?+88

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny w kole o §rodku w zerze i promieniu 1 wraz z brzegiem, ale

V24520
: .

()

spetnia warunki uogolnienia kryterium Leibniza o szeregach naprze-

jest zbiezny.

bez 8 punktéw na brzegu. Tymi punktami sg pierwiastki 8-go stopnia z 1: £1, 44,
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Zadanie T (ZADANIE DODATKOWE)

Oblicz wartos$¢ catki oznaczonej
2

/\/x4+4+ V12522 =100 dz .
1

Rozwigzanie:
Wyciagajac przed catke czynnik v/5 otrzymujemy

2 2 [,
4
[Vt a4+ V12507 =100de = V5 [ || ; + VB2 —dd.
1 1
Niech f:[1, 2] — R bedzie funkcja okreslona wzorem?

floy=y T

Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(2) =2, a ponadto przeksztalcanie réwnania y = f(z) prowadzi ko-
lejno do

144 444
y=y =, =212 byt =a'+4,
5 5
5y —4=2a", Vhyt—d=z.
A
Yy Yy
2._
1._
0 1 z 0 i 2 z”
rys. 1 rys. 2

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

Ve [ f@)+ 7 (@) dr,

1 Zauwazmy, ze jest to funkcja rosnaca.
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gdzie f71:[1, 2] = R jest funkcja odwrotng do f okre$lona wzorem

f )= Vbr2—4.

Calka

jest polem figury

444
{(z,9): 1<m<2A0<y<f<x)}={(as,y): 1<r<2 A 0<y< | }
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zamalowanej na rysunkach 1 i 3 kolorem niebieskim.
Z kolei na rysunkach 2 i 3 kolorem zielonym zamalowana jest figura

{@y1<y<z no<e< s ) ={y): 1<y<2 A 0<a< o2 —4f

ktorej pole jest rowne
2 2 2
/f_l(y) dy:/ 4\/5y2—4dy:/ Vb2 —4dx .
1 1 1
Dana w tresci zadania caltka podzielona przez v/5, czyli

2 4 4
/« x; 4 V52— dda
1

ma wiec warto$¢ rowng polu figury zamalowanej na rysunku 3. Poniewaz zamalowana figura jest
roznicg kwadratéw o bokach 21 1, jej pole jest rowne 3.

Odpowiedz:

2
/\/x4+4+ V12522 —100dz =3-V/5.
1
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Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)
Oblicz sume szeregu o wyrazach zespolonych
2 n-3"

n=1

Przydatne wzorki:

—In(1 Z— 2| <1, z#1
n=1 T
. T
Inz=In|z|+i-argz argze( 5 5)
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru
“n(l-z)=3 = 21 <1, 2 #1
n=1 T
91
dla z = ;_Z otrzymujemy
< (244)" 2 1—i
(2+9) :—ln(l——H):—ln(Z) .
=1 n-3n 3 3
Zastosowanie wzoru
. T
Inz=In|z|+i-argz argz € (—5, 5)

pozwala na dalsze przeksztatcenia:
1—i 1 1—i V2 ™ In2 i
() =1 — (¥ ,(_7) lpg_ e, Tt
n( 3 ) (n —i—zarg( 5 )) (n(3>+z 4) n3 2+4

In2
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume In3 — HT + %
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