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KOLOKWIUM nr 4, 10.04.2026, godz. 8:15-9:45

Zadanie O (10 punktéw)
Oblicz caltke nieoznaczong
x+10
/ dx
z-(x+7)- (x+13)- (z+20)

Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkows na utamki proste:
x+10 A B D E

T @t7) (e+13)-(2420) @ 2+l 212 243’

r4+10 = A-(x+7)-(x+13)-(x+20) + B-z-(x+13)-(x+20) + (%)
+ D-z-(x+7)-(x+20) + E-x-(z47) (z+13).

W czasie, gdy mitosnicy rachunkéw sa zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie réwna-
nia (*), uktadaniem uktadu czterech réwnar liniowych z czterema niewiadomymi i rozwiazywaniem
go, podstawimy! do réwnosci (*) kolejno? =0, —7, —13, —20. Otrzymujemy:

dla x=0 10=7-13-20-A, skad A=1/182,

dla z=—-7 3=—-7-6-13-B, skad B=-1/182,

dla x =-13 —3=-13-(—6)-7-D, skad D=-1/182,

dla x=-20 —10=-20-(—-13)-(=7)-E, skad EF=1/182.
To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:

/ x+10 dx—i /l_ 1 B 1 n 1 dr —
- (x+7) (x+13)-(z+20) ~ 182 )z x+7 x+13 z+20

1
:@~(ln\x|—ln|a:—|—7]—1n]x+13|+1n|x+20\)+0.
Sposéb I (trikowy):
Przepisujemy dana catke w postaci
x+10 x+10
/ dx:/ dx
z-(x+7)-(x+13) - (x+20) (z-(x+20)) - ((x+7) (x+13))
x4+ 10

:/ dx
(22420x) - (22 +20x+91)

a nastepnie podstawiamy ¢ = x%+20z i formalnie 5 = (x410) dz. Otrzymujemy

/ x4+ 10 dx—l / dt
(224202)- (22 +20x+91) 2 J t-(t+91)°

ITaka metoda jest o wiele szybsza, zwlaszcza przy wysokim stopniu mianownika, jednak mozna ja wydajnie
zastosowaé tylko w przypadku mianownika bedacego iloczynem réznych czynnikéw liniowych.
2To s wartoéci x, przy ktérych czynniki liniowe sie zeruja.
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Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 191 1/91
t-(t+91) t  t4+91°

co pozwala dokonczy¢ obliczenia'

1
—dt——-(l ¢ —In|t 91) C=
2/ t+91 182/ t+91 1g2 \Inltl—Inft+91] )+

In|2? +20z| —In |22 —1—201’—1—91‘)4—0—@ (1nfz- (2+20) = |(z+7)- (24 13)] ) +C =

z- (x+20)
(x+T7)-(z+13)

182 (

1
= — 1N
182

o

Kolokwium 4 -2- Rozwigzania



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

Zadanie O . (10 punktow)
Oblicz caltke nieoznaczong

/ x dx
22 +8x+25
Rozwigzanie:
Przeksztalcamy dana catke i wykonujemy kolejno podstawienia y=x+4 oraz t =y/3:
/ xdx _ xdx / (y—4)dy / (y—4)dy (3t—4)~3dt:
x?+8x+25 (x+4)24+9 y?>+9 9-(y/3)2+9 9249
/ (3t—4 In(t2+1) _4-arctgt+C: ln<(%> +1) _ 4-arctg § Lo
~3 t2+ 1 2 3 2 3
1“((%) +1> 4-arctg & In (%) 4-arctg
- 2 5 0= 2 5 0=
_ In(@?+8r+25) In3 4-arctg ztd Lo In(2?+8x+25) 4-arctg ztd Lo
2 2 3 2 3
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Zadanie T « (2x10=20 punktéw)
a) Rozstrzygnij, czy warto$¢ caltki oznaczonej

5
/log2 <x2+7) dx
3

jest mniejsza czy wicksza od 9.

b) Rozstrzygnij, czy wartosé catki oznaczonej
7
/log2 (:E2 + 7) dx
3

jest mniejsza czy wicksza od 20.
Rozwigzanie:
Zbadamy wypuktos¢ funkeji podcatkowe;j
f(x)=log, (xQ + 7) =log, e-log, (xQ + 7) =log,e-In (a:Q + 7) :
Rézniczkujac otrzymujemy

1 2x
/
rN=— —
fz) In2 22+7
oraz
" 1 2-(2*47)—2x-2x 1 2-(—2°47)
f (l’):i- 2 3 :7-ﬁ
In2 (x247) In2  (2247)

Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta na przedziale [\/7, oo), poniewaz f”(x) <0 dla z>+/7.
Przedzial ten zawiera interesujace nas przedzialy catkowania [3, 5] oraz [3, 7].

Zauwazmy ponadto, ze f(3)=4 oraz f(5)=5. Z wklestosci funkcji f na przedziale [3, 5] wynika,
ze wykres funkcji f lezy powyzej siecznej na tym przedziale. Na rysunku 1 musisz powiekszy¢
odpowiedni fragment, aby zobaczy¢ wyraznie, ze wykres funkcji (czarny) nie pokrywa sie z sieczna,
(czerwona). Zatem pole pod wykresem funkcji na tym przedziale jest wieksze od pola pod sieczna.
Poniewaz pod sieczng znajduje sie trapez o polu 9, otrzymujemy nieréwnogé?

5
/log2 (x2+7) dz>9.
3

Pole trapezu (kontur czerwony) wyliczamy geometrycznie (pionowe podstawy 4 i 5 oraz pozioma
wysokosé 2).

Z kolei styczna do wykresu funkcji f w punkcie (5, 5) lezy nad* wykresem funkcji f na prze-
dziale [3, 7], co pokazano na rysunku 2. Zatem pole pod wykresem funkcji na tym przedziale jest
mniejsze od pola pod styczna. Poniewaz pod styczng znajduje sie trapez o polu 20, otrzymujemy
nieréwnogeé’

7
/log2 <m2—|—7> dr < 20.
3

Pole trapezu (kontur zielony) wyliczamy geometrycznie (pionowy odcinek — zielony przerywany —
taczacy $rodki ramion ma dlugosé 5, a pozioma wysokos¢ 4).

3Przy uzyciu komputera mozna stwierdzié, ze calka ma w przyblizeniu wartoéé 9,03115.
47a wyjatkiem puktu stycznoéci, ktéry lezy na wykresie. No bo gdzie mialby lezeé?
5Przy uzyciu komputera mozna stwierdzi¢, ze calka ma w przyblizeniu wartosé 19,8686.
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rys. 1
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rys. 2

Zauwaz, ze do doktadnego opisu trapezu musimy zna¢ wartosé¢ f'(5), ale nie jest ona potrzebna
do wyliczenia pola trapezu.
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Zadanie 8. (DODATKOWE za 20 punktéw)
Za rozwazania, ktore nie prowadza do rozwigzania, otrzymasz ZERO punktow.
Oblicz wartos¢ calki oznaczonej

3
/\/x4+9+ V100022 —900 dz .
1

Rozwigzanie:
Wyciaggajac przed catke czynnik /10 otrzymujemy

3 3 [
/\/x4+9—|—§4/1000x2—900dx:\/E-/« x;g 4 Y1022 =9 dx.
1 1

Niech f:[1, 3] — R bedzie funkcja okreslona wzorem"

x4+9
Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(3) =3, a ponadto przeksztalcanie réwnania y = f(z) prowadzi ko-
lejno do
4 +9 s T'49 s 4
Yy 10 Y 10 Yy =x +9,
10y —9=2a", V10y2—9==x.

yt Yy

3t 3

2 L

1 L

0 z 0 i 3 37

rys. 3 rys. 4

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

VIO [ f() 1 ) da,

6Zauwazmy, ze jest to funkcja rosngca.

Kolokwium 4 -7 - Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

gdzie f71:[1, 3] = R jest funkcja odwrotng do f okre$lona wzorem

F )= V1022=9.

Calka

jest polem figury

449
{(z,9): 1<$<3/\0<y<f(q;)}:{(x’y): 1<2<3 A 0<y< xlg }
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zamalowanej na rysunkach 3 i 5 kolorem niebieskim.
Z kolei na rysunkach 4 i 5 kolorem zielonym zamalowana jest figura

{(:U, y): 1<y<3 A 0<x<f’1(y)}:{(x, y): 1<y<3 A 0<z< 4\/1Oy2—9},

ktorej pole jest rowne
3 3 3
/f_l(y) dy:/ \4/10y2—9dy:/ V1022 —9dx .
1 1 1
Dana w tresci zadania catka podzielona przez /10, czyli

2 .T4+9 4
/ T Y1022 =9 da
1

ma wiec warto$¢ rowng polu figury zamalowanej na rysunku 5. Poniewaz zamalowana figura jest
roznicg kwadratéw o bokach 31 1, jej pole jest rowne 8.

Odpowiedz:

3
/\/x4—|—9+ Y100022 =900 da = 8-v/10 .
1
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