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KOLOKWIUM nr 0, 15.05.2026, godz. 8:15-9:45

Zadanie 9. (10 punktéw)
Oblicz wartos$¢ catki niewtasciwej

70 dx
J - (x+6)-(z+30)
Doprowadz wynik do postaci w-Inp, gdzie p jest liczba pierwsza, a w liczbg wymierna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowg na sume utamkow prostych:
1 A B C
=
z-(r4+6)-(x+30) =z z+6 x+30
1=A-(x+6)-(x+30)+B-z-(x+30)+C-z-(x+6).

Podstawiamy! za x wartosci 0, —6 i —30 otrzymujac odpowiednio

dla =0 1=180-A, skad A=1/180,
dla z = —6 1=—144-B, skad B=—1/144,
dla x=-30 1=720-C, skad C'=1/720.
Wobec tego?
7 dx _701/180_1/144+1/720
z-(r+6)-(z+30) J =z r+6  x+30
=5 -(4-In|z|—5-In|z+6|+1n|z+30]) _2:

) 1
= <11m <72O~(4-1n|x|—5-1n]$+6|+1n|x+30|))> -

r—00

1

1 zt- (z+30) 1
— [l 4-102—15-In2+5-In2
720 <x5130n (2 +6)° ) 7g0 (42715 25 2) =

1 1430 6 1 1 1
=—"'In lim—i_ig”5 ‘-In2=—-Inl4+-—-In2=-—-1n2.
720 T—00 (1+§) 720 720 120 120

1
Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa ma wartos$é 120 ‘In2.

o o0

Uwaga: Caltki 7; /
2

dx, dx sa rozbiezne, a granice
746 2/ z+30 " % s

lim Inz, lim In(z+6), lim In(z+30)

Tr—00

Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uklad trzech réwnan liniowych z trzema niewia-
domymi A, B i C, poréwnujac wspoOlczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwiazaé ten uktad
réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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sg nieskonczone, nie mogga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do nieozna-
€zonosci 0o — 00.

Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest kluczowym elementem rozwigzania. Bez tego
elementu zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie 10. (10 punktéw)
Wyznacz zbiér wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktorych szereg
> (\3/n3+np—n>
n=1
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
W przypadku p > 3 mamy
> (\3/n3+np—n) >3 (\/3 n3+n3—n) = (%— 1) Y on=
n=1 n=1 n=1
szereg jest wiec rozbiezny.
W dalszej czesci rozwiazania zalozymy, ze p < 3, a wiec w konsekwencji n? < n?.

Przepisujemy wyrazy danego szeregu korzystajac ze wzoru na roznice szescianow:

[e’¢) 00 p
V3P —n) = n :
r;( ) nZ=:1 (n34+nP)*® 4 n- P+ nP 4n?

Szacujemy szereg od gory:

> . <3 .
n=1 (n3+np)2/3+n~\3/n3+np+n2 w1 (n340)*? tn- 30402
X n 1 X 1
“hae s e <

oile2—p>1, czyli p< 1.
Stad wnioskujemy, ze dla p <1 dany szereg jest zbiezny, natomiast powyzsze szacowanie nic
nie moéwi o zbieznosci szeregu dla p > 1.

Szacujac szereg od dotu otrzymujemy:
00 npP nP
2 3 2/3 3 2 > 3 3)2/3 33 3.2
a=1 (3 4np) P e 3 np4n? T S (03 Tn3) Y e Yn3+Tnd 40
00 P

1 e ]
>

n=

oile2—p<1, czylip>1.
Stad wnioskujemy, ze dla p > 1 dany szereg jest rozbiezny, natomiast szacowanie od dotu nic
nie mowi o zbieznosci szeregu dla p < 1.

Po uwzglednieniu zatozenia o dodatniosci p otrzymujemy:
Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny dla p € (0, 1).
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Udowodnij zbiezno$¢ szeregu

i (=)"n
= n?+600
Rozwigzanie:
Sprobujemy udowodnié zbiezno$é danego szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych.

Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
1
- 0
lim ———=1lim —2—-=——=0.
n=on24600 n=e 149 140
3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnisémy wykazac, ze dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
n n+1
> ;
n?+600 ~ (n+1)24+600
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
(n +2n+4601) > (n+1)- (n”+600)),
n®+2n%+601n > n® +n?+600n+600 ,
n®+n> 600,

>
n-(n+1)>24-25,

(%)

skad wynika, ze nieréwnos'é (%) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 24.

(=1)"-n
Zat E —_—
atem szereg 2 600

wobec czego jest zbiezny.
Poniewaz zbieZnoéc’ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu wyrazow,
(= 1)"%
+600

spetnia warunki kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych,

takze szereg Z jest zbiezny.
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Zadanie 12. (10 punktéw)

Rozstrzygnij zbiezno$¢ szeregu

o pt (n+m)
> -
n=1 n

w zalezno$ci od parametru rzeczywistego dodatniego p. Dla jednej wartosci p mozesz nie udzieli¢
odpowiedzi.

Rozwigzanie:
4
(n4m)" . . . , e &
Oznaczmy a,,=-~—5—— i zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci szeregu » _ a,,.
pn .nn n=1

Otrzymujemy

Tj pr-(nm)™  p" - (ntm)™
n a/TL = 1 —= 3 = b'l’L .
nn nn
Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy ponownie
kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciagu (b,). Otrzymujemy

nn’ N nn* — o

W: ijm'(ni‘_ﬂ)ﬁ _p”-(n+7r)”2 B

Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy ¢, przy n — 0o, stosujemy ponownie
kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciagu (c¢,). Otrzymujemy

o P (T p-(ntm)" ( 7?)" L >1 dla p> L
Ven= nn* N nm" —P 1+n TP <1 da 0<p<eiﬂ

Z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (c,) wynika wiec, ze

{ oo dla p>-L

ML=\ 0 dia O<p<t

n—oo

Analogicznie, z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) wynika, ze skoro
T [ 4oo>1 dla p>L%
JHE‘O\/E_J%C”_{ 0<1 dla 0<p<Zt

to 1
) _J 4oo dla p>—=
JE&’%—{ 0 dla 0<p<
Wobec tego
o [ 4oo>1 dla ]D>e%r
Jg%van—égf%obn—{ 0<1 dla 0<p<L

oo
skad na podstawie kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu Y _ a,, wnioskujemy, ze szereg
n=1

1 1 1
ten jest rozbiezny dla p>— oraz zbiezny dla 0 <p<—. Dla p=—, zgodnie z warunkami zadania,
e e e

nawet nie probujemy rozstrzygac zbieznosci szeregu.
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Zadanie 13 (DODATKOWE za 20 punktéw)
Za rozwazania, ktore nie prowadza do rozwigzania, otrzymasz ZERO punktow.
Oblicz
10§001_[1+1+1+1+1++1+1+1
o V/n| V320 V33 34 U35 /360 T /99998 /99999 v/100000]
gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby x.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

100 000
10§00 1 g / dr § 100§o:0—1 1
5 5 5
=33 V/n 5 VT n—s2 /N
Lewa nieréwnos¢ wynika z poréwnania pol zielonego i zottego przedstawionych odpowiednio
na rysunkach 11 2.

Prawa nieréwno$¢ wynika z poréwnania pol zottego i czerwonego przedstawionych odpowiednio
na rysunkach 2 i 3.

7, powyzszego oraz z rOwnosci

de  5-2*°
oJr 4

32 e

100 000
=12500—-20=12480

100 000

=1
wynikaja nieréwnosci
1()%00 100§0:0—1 1
— < 12480 < —.
noss VN S SORVAD
Zatem
10§00 ! L 10§00 14+12480=12481
o2 V2 S Un
oraz
10%%00 1 100%071 1 450
— > — >12 .
n=32 5” n=32 %
Poniewaz
100 000
12480 < > == < 12481,
n=32 V1
otrzymujemy
1()%00 1
——=| =12480.
n=32 \5/%

Odpowiedz: Dana w tresci zadania liczba jest rowna 12 480.
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yﬂ
T 99998 99999 100 000 x
rys. 1
yﬂ
32 33 34 35 ' n—1 n ' 99998 99 999 100 000 T
rys. 2
yﬂ

99998 99999 100 000 x

Kolokwium 6 -7 - Rozwigzania



