Jarostaw Wroblewski

Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

W kazdym z ponizszych 20 zadan podaj wzér na funkcje rézniczkowalna na calej prostej (lub w
podanej dziedzinie) o podanym wzorze na pochodna oraz o podanej wartosci w podanym punkcie.
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W kolejnych dwéch zadaniach funkcje maja byé ciagle na R i r6zniczkowalne na R\ {0}.

e £(0)=2

937. f’(x):Si?/x_{){? f(0)=2 f(z)=—5-cosvVx+7

936. f'(x) f(z)=—3-cos Yz +5

938. Obliczy¢ catke nieoznaczong
/ 2" Vb +1dx

dla odpowiednio wybranej liczby naturalnej n.

Rozwigzanie:
Przyjmiemy n =4 i wykonamy podstawienie

t=Vas+1,
czyli
tT=a25+1

oraz formalnie
78 dt =52t dx .

Otrzymujemy
1 1 7 78 718
/x Vs +1dx 5/\/:B+15:Bd:r 5/t7tdt 5/tdt 58+C’ 40—|-C’

:470.<x5+1)8/7+c.

939. Obliczy¢ catke nieoznaczong
/w”- T+ 1dx
dla odpowiednio wybranej liczby naturalnej n.

Rozwigzanie:
Przyjmiemy n =6 i wykonamy podstawienie

t=NaT+1,

czyli
th=a2"+1

oraz formalnie
110 dt =72%dx .
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Otrzymujemy
11 ¢
T _ N/ _ 10 11 —
/ Vo 1dx = / VaT+1-725de = /t 11¢ dt— - /t dt = 7 12+C’
11-¢12 11, . 12/11
= CZZ-<X +1) +C.

940. Obliczy¢ calke nieoznaczong

/ dx
22 +4x+40°
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy dang catke i Wykonujemy kolejno podstawienia y =z +2 oraz t =y/6:

/ dx / / dy 6 dt
x2+4x—|—40 x+2 +36 Yy +36 36(y/6)? +36 J 3612436

arctgt _ arctg(y/6) _arctg((z+2)/6)
= /t2 R . +C.

941. Obliczy¢ calke nieoznaczong
/ 8z T+ 212 du .

Rozwigzanie:

Przeksztatlcamy podang catke
/ V84T + 212 da = /x4 /845 + 1 da

i wykonujemy podstawienie ¢ = 82° + 1 oraz formalnie dt =40z dz. Otrzymujemy

Loy 1 3.4
/a:4~\3/8x5+1dx:4—0~/40x4~\3/8x5+1da:— /\/_dt 3 1 +C =
3. 44/3 3-(8x5—|—1)4/3
=+ (C=———"2—+4(C.
160 + 160 +

2-(3x+1)3/2 3-(5x+1)4/3

956. a) /\/3x+1dx:f—|—C; b) /\3/5a:+1dx:T—|—C;
. 5/4 . 6/5
c) /\4/7x+1dx:4(7x;5—1)—|—c; d) /\5/11:1:+1dx:5 (1122‘1) +C.
rdr In (X2+1) . 22dr In ‘X3+ 1’ _
957. a) /x2+1: 2 +C; b) /x3+1: g TC
~23dxr  In <X4+1> x4dr In ‘x +1‘
°) /x4—|—1: 4 +C; d) /:c5+1 5
zdr _arctg <x2> _ 22 dr _arctg <x3) '
958. a) /334—1—1_ g T b) /x6+1_ g 1O
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»dr arctg x4
2 /x8+1: 4< )+C;
r dx -1

959. a) [ +C;
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23 dw —
— C;
9 /(x4+1)4 12-(x4+1)3jL

dx

%0.9) [ riarra
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dx

dx 1 X
961. a) /$2+4 = -arctg +C;

d 1
c) /ﬂL:ﬁ.arCtg}—FC;
3 4/3
962. a) / a9+ 28 do = (x +41>
(x7+1)*"

c) /\7/:1349+x42d:€: +C;

Q) [l mcte (%)

ztdx —
) /(:c5+1)5 T 20-(x+1)

dx
d I
) /x2+14:z;+50
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= C.
$10+1 5 +

b) /(xde B -1

B4+1)° 6. (x3+1)

s +C;

+C.

b) /dw:arctg(x—k2)—|—C'
r?2+4x+5 ’

=arctg(x+7)+C.

X
arctg—5 +C;

dx 1
Vs s et

dx 1 X
d) /x2+9 :§-arctg§—|—C.

5 6/5
b) /\/5 P+ 20 dr = ( +61> C;
9 10/9
) /de:<x *12 e

963. Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno zamiast zwyktych funkcji
trygonometrycznych uzywaja tam funkcji losinus, nosinus oraz sosinus podlegajacych nastepuja-

cym regutom rézniczkowania:

—losx=nosz,
dx T

Obliczy¢ catke nieoznaczona

deOS.CL":SOS x,

—sosz =los z.
dx

/ex-losxdx.

Rozwigzanie:
Oznaczamy szukana catke przez I(z), a nastepnie catkujemy trzykrotnie przez czesci catkujac e®
i rézniczkujac los z. Otrzymujemy

I(:L'):/ex-losxdx:ex-losx—/ex-nosasda::ex-losx—ex-nosa:—l—/ex-sosmda::

=e”-losx—e” -nos m+e’”-sosa:—/ex-losxdm:ex-losx—e”-nosquex-sosx—](x),

skad
](x):e$~losx—e””-r;os:c+ex-sosx_{_O.

964. Obliczy¢ catke nieoznaczona
22 dx
/(x—i— 1)19/10°°
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Rozwigzanie:
Catkujemy dwukrotnie przez czeéci rézniczkujac czynnik x? i wykorzystajac fakt, ze potege dwu-
mianu liniowego x4+ 1 mozna wielokrotnie catkowac:

10 20
/xQ-(x+1)_19/10dx:—j-a:z-(x—i-l)_g/w-l—?/x-(x—l—l)_g/wdx:

10 200 200 r
:——«x2~(:c+1)*9/10+—'a:«(:c+1)1/10——/1'(a:+1)1/10dx:

9 9 9

10 200 2000
:—K'Iz'(l‘—i-l)_g/w—i-?-l‘~(€(3—|—1)1/10— 9 '(l’—Fl)ll/lO—i—C.

Uwaga: Caltke mozna tez obliczy¢ wykonujac podstawienie t =x+ 1.

965. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ln (3:2—|—1) dx .
Rozwigzanie:

Dopisujemy do funkcji podcatkowej czynnik 1, po czym wykonujemy catkowanie przez czesci cal-
kujac czynnik 1 i rézniczkujac In (z%+1). Otrzymujemy:
2x

[ (et 40) = [ (241) o=t a241) - f o o=
—en (1) -2 [ T e (1) -2 [ | -

=x-In <x2+1)—2x—|—23r0tg:€+0.

966. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/e4x~sin(3x) dx .

Rozwigzanie:

Oznaczamy szukang catke przez I(z), a nastepnie catkujemy dwukrotnie przez czeéci catkujac e!®
i rézniczkujac! sin3z. Otrzymujemy
dx

3
[(x):/e“-sin?)xdx:%-sian—Z/e“-cosgg;dx:

4z 3 dx 3
:%-sin?)x—f- <e-cos3$+4-/e4x-sin3xdx> =

4 4
el 3 9
=~ .q _ 2 e, LA
1 sin 3z T cos 3z 16 (x),
skad
%l(x):4-e4msin3m—3-e4‘r-cos3x+CO

16 16

W wyrazeniu sin3z nie ma potrzeby ujmowania argumentu sinusa w nawias. W treéci zadania nawias jest po
to, aby uniknaé jakichkolwiek watpliwosci.
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1 ostatecznie A 4
4-e**sin3x—3-e**-cos3x

I(z) 25

+C.

Odpowiedz:
/€4x in 3 dr — 4-e*"sin3x ;53 -e1?. cos 3z ‘o

967. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ 22 dx
V47
Rozwigzanie:

Catkujemy dwukrotnie przez czeéci rézniczkujac czynnik x? i wykorzystujac fakt, ze potege dwu-
mianu liniowego x4 7 mozna wielokrotnie catkowac:

/xz'(x—F?)1/3dx—2-x2~(x+7)2/3—3'/a:-(x+7)2/3d:c—

_3 a3 9 53 9 5/3 7. _
=5 (x+7) —g-a:-(x+7) +g/1-(x+7) dr =
_ 3 2 a3 9 53 2T 8/3
=5 (x+T7) £ e (x+T7) +4O (x+7)°°+C.
Odpowiedz:
. 5 2
/:UQ-(x+7)_1/5d$:2-:UQ-(:B+7)2/3—§-x-(x+7)5/5+4;-(x—|—7)8/3+0.

Uwaga: Catke mozna tez obliczy¢ wykonujac podstawienie t =x 7.

968. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/<x4+1> -In (x4+5) dz .
Rozwigzanie:

Wykonujemy catkowanie przez czesci catkujac czynnik (z*+1) i rézniczkujac In (z*+5). Otrzy-

mujemy:
/(374+1)~1n (:c4—|—5) dr = (x;—l—:c)dn (x4+5)—/<x55+x)‘;f5 dx =
° (2*+5)  4a®
(Fe) e[
:<x55+x>-1n<:v4+5>—§-/x4da::(f+x>-1n<x4+5)—t§5+0.
Odpowiedz:

/ (z*+1)-In (2" +5) do= (f—i—x) ‘In (x4+5)—ﬁ+0.
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