Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1002. Obliczy¢ catke nieoznaczong
2043
/ dx
r-(x+1)-(z+2) - (x+3)

Rozwigzanie:

Sposdb I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
2z+43 A B D E
=T
z-(z+1)-(z+2)-(x+3) =z x+1 z4+2 x+3
2043 = A-(z+1)-(z+2)-(v+3) + B-z-(z+2)-(z+3) + (%)
+ D-z-(z+1)-(x+3) + E-z-(x+1)-(z+2).

W czasie, gdy mito$nicy rachunkow sg zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie réwnania
(*), uktadaniem uktadu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi i rozwigzywaniem
go, podstawimy! do réwnosci (*) kolejno? =0, —1, —2, —3. Otrzymujemy:

dla =0 3=06A, skad A=1/2,
dla z=-1 1=-2B, skad B=-1/2,
dla x =-2 —1=2D, skad D=-1/2,
dla o =-3 —3=—6FE, skad E=1/2.
To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:

/ 20 +3 d:c—l /1_ 1 n 1 d
Ja-(x4+1)-(x+2)-(z+3) "~ 22 z+1 x+2 x+3

‘(In|z|—In|z+1|—In|z+2|+In |z+3])+C .

N —

Sposob II (trikowy):
Przepisujemy dana catke w postaci
2 2
/ T+3 d:}::/ r+3 dr
z-(x+1)-(x+2)-(x+3) (z-(x+3)) - ((z+1)- (x+2))
2v+3

:/ dx
(x2+3z)- (22 +3x+2)

a nast¢pnie podstawiamy ¢ = x?+ 3z i formalnie dt = (2 +3) dz. Otrzymujemy

2043 dt
/ J
(x243x) - (22 +3x+2) t-(t+2)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 _1/2 B 1/2

t-(t+2)  t  t+2’

!Taka metoda jest o wiele szybsza, zwlaszcza przy wysokim stopniu mianownika, jednak mozna ja wydajnie
zastosowaé tylko w przypadku mianownika bedacego iloczynem réznych czynnikéw liniowych.
2To s wartoéci x, przy ktérych czynniki liniowe sie zeruja.
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co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

i 1 ;1 1 1
S gt=C (nft|-In[t+2))+C =
/t-(t+2) 2 ) T Uy Ml =l 2)+

:;-On ‘w2+3$’—ln ‘z2+3x+2’> +C

1003. Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx

¥+

Wskazéwka: Przemnozy¢ licznik i mianownik przez z°.
Rozwigzanie:

Sposob 1

Przepisanie funkcji podcatkowej w postaci

/ dz _/ 28 dx
8+x ) pM4at

nasuwa pomyst podstawienia t =27 i formalnie dt =725 dx, co prowadzi do

25 dx
—_— —dt——-l tl—In|t4+1|)+C=
/$14+a:7 7/t2+t 7 41 7(n|| n e+ 1)+
In|z"+1|
_ 7 7 —
—?-<ln‘:p ‘—ln‘x +1D+C’—1n|x|—f+0.
Sposob 11
Wykonujac podstawienie z =¢"1/7 i formalnie dx = _W’ otrzymujemy
dx dt 1
/x8+x 7 ey /t+1:_?1n|t+1|+(]:
1 x +1 7
_ =7 _ _
1004. Obliczy¢ catke nieoznaczong
dx
/$49+§E'25 ’

Wiskazéwka: Sprobowaé podstawienia ¢ = 2* dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej k.
Rozwigzanie:
Sposob 1

Przepisanie funkcji podcatkowej w postaci
de 2 dx
/x49+x25 _/x72+x48
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nasuwa pomyst podstawienia ¢ = 2?* i formalnie dt = 241'23 dx, co prowadzi do

23 dx
[ris=nfsvm
Rozktadamy funkcje podcatkows na utamki proste:

11 _é+§+D
B2 2.(t+1) 2t t+1]
1=A-(t+1)+B-t-(t+1)+D-#*,

1=A-t+A+B-t*+B-t+D-t%,

1 = A
0 = A+B
0 = B+D
Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy A= D =1 oraz B = —1, co pozwala
dokonczy¢ ca}kowanie
1 1
- dt=—-—=—In|t|+In|t+1 C=
24 /t3+t2 24/ t+1 24( / n|‘+n|+|>+
1 1 2 04 1 In (22 +1)
Sposob 11

Wykonujemy podstawienie =1/, czyli t =1/z, i formalnie dx = —1/t*dt.
Otrzymujemy:

de dt ottt
/1‘49+£L‘25 - /(t—49+t—25)-t2 - 14247
Po wykonaniu podstawienia s =t?* i formalnie ¢** dt = ds/24 kontynuujemy catkowanie:
- 47 dt 1 sds 1 1
Y L (1 ds———(s—In|1 C=
1+t24 24 ) 1+s 24 1—|—s s= gy lsmmnflas)t
__f.1 1n|1+s|+0——t—+i In <1+t24)+0——x_24+i-1n (1+27)+C=
24 24 24 24 24
1 1 1422
S S N (i WG
24-x24+24 n( x >+

Sposob 111

Wykonujemy podstawienie x =1/t jak w sposobie II, a nastepnie przeksztalcamy otrzymana
catke:

If47dt:_/1547—i_t23_t23 :_/t23_ dt:/—t23+ % dt =
1_|_t24 1+t24 1+t24 1+t24
t24 1 04
= —-In (1+¢ C
ETRE TR G

i dalej porzadkujemy jak w sposobie II.

W kazdym z ponizszych 35 zadan podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ catki oznaczonej.
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Wiskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie calkowaé bezposrednio, tylko narysowaé od-
powiednig figure i obliczy¢ jej pole.

2024 3 2
1005. / 7dr =28 1006. /:c2da::9 1007. /x3d:c:4
2020 0 0
1 4 27
1008. /xlodle/ll 1009. /\/de:14/3 1010. /%dxzﬁo
0 1
10 gde 3 dflf
1011. /|m|dx:52 1012. /—:ln3 1013. /—:ln2
E ;T r+1
7 1 V3
dx dx dz T
1014. —1In3 1015. 1016. =
2 2
l/a: O/x +1 0/91: +1 3
V3 1/v3 1
d T d by d T
1017. [ === 1018, [ o= 1019. [ ==
) x +1 12 0 +1 6 1/-\/§x +1 12
1 v 1 v 0 v
1020. /\/1—;5%[3:25 1021. /\/1—3;2@::1 1022. /\/1—:15%5:15:Z
—1 0 —1
2 2 V2
1023. /\/4—x2dx:2ﬂ' 1024. /\/4—x2dx:7r 1025. /\/2—x2dm:ﬂ'
=2 0 )
1
1 = ™
1026./\/2—x2dx:—+— 1027. /\/4 x?dx—£+—
0 2 4 3
3 33 v3 V3 @
1028. /\/12—x2dx27+27r 1029. /\/4—x2dx:—1+7+g
0 2
6 20
1030. /\/12x—x2dx:9ﬂ' 1031. /\/20x—x2dx:257r
0 10
6 10
1032. [V —a?dv=9m/2 1033. [ V10227 do =25m/2
0 0
3 3
. 97 33
1034. /\/ 18 —2x2dor=—— 1035. /\/24—2x2 dx:i+2\/§7r
2v2 , V2
1036. /\/36 2x2dx——+9i 1037. /3\/72—2:;;2dxzwg+3\/§w
V2 22 ) V2
60 666
1038. [{z}—{2}*dz=10 1039. [ {2}*—{x}* dr =50
0 66
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1040. Obliczy¢ catke oznaczona

x
1/ Vr+va+424
Rozwigzanie:

Po skorzystaniu ze wzoru na réznice kwadratow otrzymujemy

/m N <2'<“24>‘°’”—§'x3”)\%

/\/_+\/m

2 \3
=1
1 . 1 94 47
= 24)3/2 — 33/ 343 —125—125+1 .
36 (020 $>1 56 =515
1041. Udowodni¢ nieréwnosé )
1/2
' 1
/ ¥ dr <~ .
: 8
1/4
Rozwigzanie:
Pochodna funkcji podcatkowej f(z)=z* dana jest wzorem
d d d
/ _ 7 2z —_ 2x-Inz — 2z-Inx _ 2T
f(x)—dxx 7€ e . (2z-Inz)=2*-2-Inr+2)=2-2% -(Inz+1) .

Poniewaz f'(z) >0 dla z>1/e oraz f'(x) <0 dla 0 <z <1/e, funkcja f jest malejaca w przedziale
(0, 1/e) i rosnaca w przedziale (1/e, +00). Zauwazmy ponadto, ze

f(/4)=1/2
oraz
f(1/2)=1/2.
Wobec tego f(z)<1/2 dla x € (1/4, 1/2), skad
1/2
1 1y 1 1
Hdr< |- -==.
Foae(-2) 1!

Uwaga: Obliczenia komputerowe pokazuja, ze dana w zadaniu catka ma wartos¢ w przyblizeniu
0,1215. Wydaje sie to by¢ zbyt bliskie oszacowaniu 1/8 = 0,125, aby zadziataly inne metody
szacowania (zapewne obarczone wigkszym bledem).

1042. Niech
h@)=VaZ—20571  oras  funr(8)= fi (fale)

Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej

/fg,(:v) dx .

0

Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze f1(z)=|r—1|. W zwiazku z tym wykres funkcji f; og powstaje z wykresu funkeji g
przez przesuniecie tegoz wykresu w dot o 1 oraz symetryczne odbicie cze$ci wykresu, ktora znalazta
sie pod osia OX. Wykresy funkcji od f; do f5 znajduja sie odpowiednio na rysunkach od 1 do 5.

v
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Ut
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rys. 5

Szukana wartosé¢ catki oznaczonej jest rowna polu zielonej figury z rysunku 5. Pole to wyliczamy
sumujac pola trojkatow, ktore sie na nie sktadaja:
1 25

S+ =15,
ST+

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest réwna 15.
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1043. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ catki oznaczonej
3
/log2 (5% +3) dx
1

jest mniejsza czy wieksza od 10.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:
f(z)=log, (5" +3) .

1 575
" In2 5°+3

Woéowezas

f'(x)

oraz
1 5-(In5)° 1 5%.(In5> 1 3.5 (In5)?
T2 543 2 (5¢+3)% In2 (5v+3)
skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta.
Poniewaz f(1)=3 oraz f(3) =7, wykres funkcji f lezy ponizej cieciwy o koncach (1, 3) i (3, 7).
Wobec tego f(z) <2z+1 dla z € (1, 3) i w konsekwencji

1 () >0,

3 3
/log2(5x—|—3) dx < /2x+1dx:10.
1 1

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geometrycznie
jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

1044. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej

2

a3 +4 Tx?2—4
/ J v + ij ° dz .
/ 7 3
Wskazowka: Znalezé funkcje odwrotna do funkcji f okreslonej wzorem

3x3+4
flay=y

a nastepnie przedstawi¢ dang catke w postaci pola odpowiedniej figury.

Rozwigzanie:
Niech f:[1, 2] — R bedzie funkcja okreslona wzorem

() = 3x37+ 4 '

Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(2)=2, a ponadto przeksztalcanie réwnania y= f(x) prowadzi kolejno

do
3x3+4 3344
Yy=x x7+ ; y’ = x7+ ) Ty? =32 +4,
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7y2—4:x3 3 7y2—4
3 ’ 3

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

Ty? —4 =323,

=XT.

[ @)+ (@) de,

gdzie f~1:[1, 2] = R jest funkcja odwrotna do f okreslong wzorem

2
xTr) = .

=
A
Y
21
1+
0 z 0 i 5 @

rys. 6 rys. 7

Catka

/Zf(x) da;:/2q 3x37+4dx

3x3+4
{(z.y): 1<2<2 A 0<y<f<x>}={<x,y): 1<e<2 A 0<y<y| ot }

jest polem figury

zamalowanej na rysunku 6 kolorem niebieskim.
7 kolei na rysunku 7 kolorem zielonym zamalowana jest figura

Ty? —4
{(z,y): 1<y<2 A 0<x<f‘1(y)}={(a:,y): 1<y<2 A 0<z< }

ktorej pole jest réwne

2 2 2
_ Ty?—4 Tx2—4
[ wdy= [\ “—dy= [ | “—da.
1 1 1
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rys. 8
Dana w zadaniu catka ma wiec warto$¢ rowna polu figury zamalowanej na rysunku 8. Poniewaz
zamalowana figura jest suma trzech kwadratéw jednostkowych, jej pole jest rowne 3.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos$¢ 3.

1045. Rozstrzygnaé, ktéra catka jest wieksza:

2 2
4 127 — 1527 15x3 127 —7x4
/ [T e
15

1
Rozwigzanie:
) 4 127 —152° 15903 3| 127 —Tz4

Niech oraz g(x)= T

Woéwcezas f(1)=g(1) =2 oraz f(2 =1, a co wiecej funkcje f i g sa na przedziale [1, 2]

malejace i odwrotne do siebie.
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j4]27:mﬁd$ if
1 1

{(z,y): 1<2<2 A 0<y< f(2)}

Catka

jest rowna polu figury

zamalowanej na rysunku 9.

A

Y Y

rys. 9 rys. 10

7 kolei caltka

2 2 2
127 79:4 127 7y
/f dr = /f dy = /mw@
1 1 1

- t , l ﬁ
jest réwna polu figury {(z,y): 1<y<2 A 0<z<g(y)}

zamalowanej na rysunku 10.
Poniewaz kazda z tych figur sktada sie z kwadratu jednostkowego (niebieskiego) oraz tego
samego tréjkata krzywoliniowego (zielonego), pola obu figur sa réwne.

Odpowiedz: Podane catki sa rowne.
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1046. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ catki oznaczonej
21

/ V152 — 30000 da

30
jest mniejsza czy wigksza od 315.

Rozwigzanie:

Sposdb I (normalny)
Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

f(z)=+1523—30000.

Woéowcezas

452
!
€Tr) =
S @)= /s —30000
oraz 9 9
90 452245
f”(:p) _ T B T T =
2-1/1523-30000 2-2-(152% — 30000)*
180z~ (152% — 30 000) 4522 - 4527

4-(152*—30000)*2  4- (1525 —30000)*2
~180-15-2* —180-30 000z — 45% -z
B 4- (1523 — 30 000)%/

~12-15%-2%—12-15-15-2000x — 9- 157 - 2*

a 4. (1523 — 30 000)%/2
 4-3-15%.2% —8000-3-15%-2 —3-3-15%. 2

a 4- (1523 — 30 000)*>
31522 (23 —8000)  3-15%-z- (2 —207)
41523 —30000)*% 4. (1523 —30000)"/
dla x > 20, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale catkowania.

Zatem wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej stycznej do wykresu w punkcie
x =20. Poniewaz f(20) =300 oraz f’(20) =30, dla x € (20, 21] zachodzi nieréwnosé

F(z) >300+30- (z—20)

i w konsekwencji

21 21
/\/15x3—30 000 dz: > /300+30- (z—20) dz =315.
20 20

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geometrycznie
jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest wieksza od 315.
Uwaga: Obliczenia przyblizone przy uzyciu komputera pokazuja, ze dana catka ma w przybli-

zeniu wartos¢ 315,00579, rozni si¢ wiec od 315 o mniej niz jedna setna.
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Sposdb II (dla mitosnikéw rachunkow — w tym wypadku bardziej przeraza perspektywa rachunkow
niz same rachunki)

Kluczowa w rozwigzaniu nieréwnosé
f(x)>300+30-(z—20),
czyli

V1523 —30000 > 30x — 300,

mozna udowodni¢ bezposrednio przed przeksztatcanie do postaci réwnowaznych. Otrzymujemy
kolejno:
152% — 30000 > 9002 — 18 0002 +90 000,

23 —2000 > 602% — 1200z + 6000 ,
23 — 6022 + 12002 — 8000 > 0,
(r—20)° >0,
co jest prawda dla z > 20.

1047. Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

2
/8-\/5+(:13—1)-1na:d$
1

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Rozwigzanie:

Sposdb I (normalny)
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

flz)=8Vz+(z—1)Inz.

Woéwcezas

4 —1 4 1
f’(x):——i-ln:c—i-x =—+hs+1——

VT T NG x
2 1 1 z-2-a+1 (1-yz)
= 5 = >0

1" ___c s
fiw)= x3/2+:c+x2 x x?

oraz

dla z #1, >0, skad wynika, ze funkcja f jest SciSle wypukta w calej swojej dziedzinie (0, 00), a
wige takze w przedziale catkowania (1, 2).

Zatem wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej stycznej do wykresu w punkcie
x=1. Poniewaz f(1)=8 oraz f'(1)=4, dla z € (1, 2] zachodzi nier6wnos¢

flz)>8+4-(x—1)=4x+4

i w konsekwencji

2 2
/8-\/§+(m—1)-lnxda:>/4x—l—4dx:10.
1 1

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geometrycznie
jako pole odpowiedniego trapezu.
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Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest wieksza od 10.

Uwaga: Obliczenia przyblizone przy uzyciu komputera pokazuja, ze dana catka ma w przybli-
zeniu wartos¢ 10,00161, rézni sie wiec od 10 o mniej niz jedng szedé¢setna.

Sposob II (dla fanatycznych mitosnikéw rachunkow)

Dang catke oznaczong daje sie wyliczy¢ i ma ona wartosé

32-v/2 61

3 12°
Teraz wystarczy "tylko” poréwnaé te liczbe z liczbg 10 :

32:v2_6l 77?7 10,

3 12
128-v/2—61 777 120,

128-4/2 7?77 181,
215 297 1817,

32768 > 32761.
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