Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

Kolokwium nr 6: piatek 15.05.2026, godz. 8:15-9:45, materiat zad. 197—848 i 889-1258.

Zadania do oméwienia! na éwiczeniach 21, 28.04, 5 i 12.05.2026
oraz wykladzie 29-30.04.2026.

Zadania nalezy sprébowac rozwigzaé przed éwiczeniami

Calka Riemanna i zastosowania catki oznaczonej’.

Poczatkowe siedem zadan zostato oméwionych na wyktadzie.

1
3
O/xd:c

poprzez obliczenie granicy ciagu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu catkownia
na réwne czesci.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

1094. Obliczy¢ catke

1093. Obliczy¢ catke

/1\/de

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

1095. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g:[a, b] — R spelniaja nier6wnosé

f(z) <g()
dla kazdego z € [a, b, to srodek cigzkosci figury

{(z,y): z€fa,b] N f(z)<y<g(z)}

XY
lezy w punkcie (P’ P)’ gdzie

J @7 = (f@) dr,  P= [g(a)~f(x)dr.

Wyznaczyé érodek ciezko$ci obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu y =12 i prosta o réwnaniu
y=1.

N —

X=[a(g@)~ @) de, Y=

1096. Pomarancze o cienkiej skérce pokrojono na plasterki rownej grubosci. Ktére plasterki
maja wiecej skorki: te blizej réwnika, czy te blizej biegunéw?

1097. Dane sa dwie sfery o réoznych promieniach. Dysponujemy cyrklem o staltym rozwarciu
mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na kazdej ze sfer rysujemy tym cyrklem okrag. Na ktorej
sferze narysowany okrag ogranicza wicksze pole?

1Zadania podobne do wczesniejszych beda pominiete.
2Zadania do oméwienia na éwiczeniach 21.04.2026 i czesci éwiczen 28.04.2026
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1098. Gdzie lezy $rodek ciezkosci potsfery?
1099. Gdzie lezy $rodek ciezkosci potkuli?

1100. Obliczy¢ catke

1
0/29” dx

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu catkownia
na rowne czesci.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.
1101. Obliczy¢ granice
2n ]{33

lim »°

n—o0 = it 4nt’

1102. Obliczy¢ dtugosé krzywej

{(a: g-x?’/?) v €0, 15]} :

1103. Wyznaczy¢ $rodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(:E, y,2): P21 A x>3} ,

Interesujaca wspotrzedna Srodka ciezkosci jest liczbg wymierng o jednocyfrowym liczniku i mia-
nowniku.
W kazdym z kolejnych dwunastu zadan podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ granicy ciagu.

1 1 1 1 1
1104. L et =
”I—’H‘}O(Qn+1+2n+2+2n+3+ Ttk +6n)
1105. 1 ( LI I S S 1)
. lim R I T
n—oo\n+2 n+4 n+6 n—+2k In
1106. 1 ( by +o- 1)
i e =
n—oo\n+4 n+8 n+12 n+4k 81n
n+1 n+2 k ™
1107. L ettt =
"Lngo<n2+(n+1)2+n2+(n+2)2+ +n2+k2+ +5On2>
n+1 n—+2 k 5n
1108. L et —————+ == .
"ggo<2n2+(n+1)2 ot (nr2r o T +27n2>
1109. i ( 1 -+ +...+ +...+ 3n>
. lim e =
n—oo\ 3n2+1  3n2+4 3n2 + k2 12n2
1110. 1 v L.
. lim e =
n—oo n2 + 1 n2 + 4 n2 + k2 2n2
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1111. hm< P, " +...+n+...+n>: ................................
n—oo\3n24+1 3n?-+4 3n24+k2 4n?

1112. hm< no,_ " +...+n+...+”): ...............................
n—oo\3n2+1 3n2+4 3n? + k2 12n?

1113. lim( n + " +...+n+...+n>: ..................
noo\ 32+ (nt1)2  3n2+ (n+2)? 302 + k2 1202

1114. JLDQO poT R

1115. i (n + n + n + n +...+ n )
. 11Im N
n—00 n2 (n+ 1)2 (n+2)2 (n_|_3)2

1116. Obliczy¢ catke
1

/%dw

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

1117. Obliczy¢ catke

3
/ M dx
1

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

1118. Obliczy¢ catke

2
.1/3 d

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ warto$¢ catki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

1119. Obliczy¢ dtugosé krzywej

(2.5 v,

1120. Obliczy¢ pole powierzchni fragmentu paraboloidy obrotowej
{(x, y,2): 22+ =2< 1} :

1121. Obliczy¢ objetos¢ bryty
{(2,y,2): P+ <2<1}

1 wyznaczy¢ potozenie jej srodka ciezkosci.
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1122. Obliczy¢ objetosé bryty
{(:v, y, 2): 4yt 20t <z < 1}
i wyznaczy¢ potozenie jej $rodka ciezkosci.
1123. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ $rodek ciezkosci (x,, y,) obszaru Z,, ogra-
niczonego prostg o rownaniu y =z i krzywa o réwnaniu y = |x|™.
Obliczy¢ graniczne wartosci xg = lim x, oraz yc= lim y,. Jakich wartosci x¢ 1 yg powinnismy
oczekiwaé i dlaczego?

1124. Obliczy¢ granice

y Y- (Yt InT1+Yn+24..+ V2n)
1m .
o ntvn+lHvn424 . 4+v2n

1125. Obliczy¢ objetosé torusa powstalego przez obrét kota

{(z,9): (2=5)*+y*<9}
wokot osi OY.

1126. Obliczy¢ granice (ciagu)
y (VI+V24+V3+VA+Vo+.. . +Vn=3+Vn—2+Yn—1+n)"
1m
=0 \T+V24+V3+VA+VE+... +Vn—=3+vVn—2+vn—1+/n

dla tak dobranej liczby rzeczywistej p, aby granica ta byta liczba rzeczywista dodatnig.

1127. Obliczy¢ granice (ciagu)

y (VI+V2H+ VB4 VE+VE+. Vi —3+Vn—2+vn—1+n)"

11m m

= (YT 24 B+ Va+ 5+ + Vn—3+ Vn—2+Yn—1+ )

dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych k£ i m, aby granica ta byla liczba
rzeczywistg dodatnia.

1128. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagle f, g:[a, b] — R spelniaja nier6wnosé

fx)<g(x)
dla kazdego z € [a, b], to srodek ciezkosci figury

{(z,9): 2€la,b] A f(x) <y<g(x)}
lezy w punkcie ();, ?), gdzie
b b b
X = [z-(g(2)~ f(2)) de, Yzi- [(a@)’ = (f@)* de,  P=[g(z)~ f(z)dz.

Wyznaczy¢ srodek ciezkosci (z,, y,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o réwnaniu y =z i krzywa

o réwnaniu y = |z|- {/|x|.
Obliczy¢ graniczne wartosci xg :T}LIELO Tn oraz Yo = lim y,. Jakiej zalezno$ci miedzy z¢ 1 Yo
powinnismy oczekiwac i dlaczego?
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1129. Wyznaczy¢ $rodek ciezkosci odcinka kuli

1
{(x, y,2): 2yt +22<1 A x>—3} )

Interesujgca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczbg wymierng o jednocyfrowym liczniku i mia-
nowniku.

1130. Obliczy¢ dtugosé krzywej
{(x, :L‘3/2> : z €0, 13]} :
1131. Obliczy¢ objetosé bryty
{@y.9: (@+) <2<1]
i wyznaczy¢ potozenie jej srodka ciezkosci.

1132. Obliczy¢ granice
li ( n + n + n + o +...+ n )
im =1
n=co\2n2  2(n+1)2 2(n+2)? 2(n+3)? 50n?

1133. Obliczy¢ granice

! < n n n n n n n - n )
im [ — i —.
n=o\2n2  n?4+(n+1)2  n?+(n+2)2 n?+4+(n+3)32 50n2

Dla podanych a, b, f obliczy¢ jako granice ciagu sum caltkowych Riemanna pole figury
{(z,9): <b A O<y<f(z)},

czyli catke oznaczong

S—_ .

f(z)dz.

Wykorzysta¢ podany cigg podziatow ((mn,k)gz()):;l przedziatu [a, b].
Nastepnie sprawdzi¢ otrzymany wynik przez bezposrednie catkowanie.

Potrzebny wzorek:

/f( dx—nh_,ngoz ( xn,k—xn,k_l)-f(fcn,k)) :
1134. a=1, b=e, f(zx)=—1) zpr=c¢
T

1
1135. a=1, b=2, f(x)=—, z,,=2""
xr

1136. a=1, b=8, f(z)=Vz, Zpp=

1137. a=1, b=8, f(z)=Vx, x,,=8"".
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Calka oznaczona jako granica ciggu sum Riemanna — przydatne wzory.

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialow przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest podzial
(Tn0s Tns Tn2s-- s Ty —1s Tnomy, ), KGOTY jest podziatem na m,, przedzialikéw. I tak z, s oznacza
k-ty punkt n-tego podziatu. Zaktadamy, ze Srednice podzialéw daza do O:

lim max (Zpp—Znr—1)=0.
n*wlgkgmn( n,k n,k 1)

I do tego jeszcze z kazdego przedzialiku kazdego podzialu wybieramy dowolnie jeden punkt, a
doktadniej z przedzialiku [z, x—1, T, ] Wybieramy punkt v, j.
Woéwezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczonej:

k=1

Przypadek szczegblny: n-ty podzial na n czesci (niekoniecznie réwnych),
y-ki w prawych koncach.

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialow przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest podzial
(Tn0s Tnty Tn2s---s Tnn—1, Tnn), KtOry jest podzialem na n przedzialikéw. I tak z,, oznacza k-ty
punkt n-tego podziatu. Zaktadamy, ze érednice podziatéw daza do 0:

lim max (z,, 1 —Znr—1)=0.
nﬁoolgkgn( n,k n,k 1)

Jako punkt z przedzialiku [z, x—1, T, %] Wwybieramy punkt y, x =, .
Woéwezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do calki oznaczonej:

k=1

Przypadek szczegblny: n-ty podzial jest podziatem
na n rownych przedzialéw, y-ki sg prawymi koncami.
Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw
b—a

Tpp=a+k-

oraz ze sg one jednoczes$nie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:
b—a
—.
Woéwcezas ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do caltki oznaczonej:

giggloi(b;a-f<a+k-b;‘”>):JL@O<T-§f( a))za/bf(x)dzp

k=1
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Wzory na dlugosci, pola, objetosci i srodki ciezkosci

Musisz zna¢ wzory (x). Pozostate wzory, czyli (777), musisz umie¢ rozpozna¢ w ponizszym spisie
i umie¢ je zastosowac.

P:/g(a:)—f(x) dx (%)
fr(g(x)— f(x) dz L [(g(x))— (f(x))da
Al 2 (777)
[ 9(@)— f() dx [ g(@)— f(x) dx
L= [Vi+(f(2)) d (%)
for 1 (f(@)2de [ f2)-1+(f(x) da
o - (777)
| 1+ (f'(2))? da / 1+ (f'(2))* da
b [ (g*(x) — f2(x)) do
VOX:ﬂ-/gg(:B)—fQ@) dz To=" (777)
g [ g2(x) ~ f2(x) du

Voy = 2W./m.(g(x) — f(2)) dz Y =2 b' (777)

b 5 - f(x)- 1+ (f(2)) dz
POX:QW-/f(x). 1+ (f/(x)) dz Ty =" . (777)
a S f(x)- 1+ (f'(z))" dx

/14 (f(2)) da o=

Poy =27

Q\&
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Calki niewlasciwe?.

Poczatkowe 10 zadan jest przeznaczonych do samodzielnej analizy — maja podane rozwiazania
i bedg omawiane na zajeciach tylko na wyrazne zyczenie studentow.

1138. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtasciwej
T 2" dx
[V
1139. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtasciwej
70 xdx
) attad
1140. Udowodni¢ zbieznos$é catki niewtasciwej

7’@
3

1141. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych catka
niewladciwa

X .

——dx
o Vat+ad
jest zbiezna.

1142. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

T br—2
/73 5 dx
YRR +ax? -2z

i po uproszczeniu wyniku okresli¢, czy warto$é ta jest wieksza czy mniejsza od 1.
1143. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwe;
70 dz
s
178 162° 42
Doprowadzi¢ wynik do postaci In w, gdzie w liczbg wymiernag dodatnia.

1144. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

7dx
3
J xitx

lub wykazaé, ze catka ta jest rozbiezna.

1145. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwe;j

T 342
/ 3 dx
4 —4x

3Zadania do oméwienia na wyktadzie 29/30.04.2026
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lub wykazac, ze catka ta jest rozbiezna.

1146. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

2x+3
[ g
J xt—9x
lub wykazac, ze catka ta jest rozbiezna.

1147. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

7 dx

4 x-(r4+2)-(v+5)

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-In E, gdzie p, q sa liczbami pierwszymi, a w liczba wymierng
q

dodatnig.

Zbadac zbieznos¢ catek niewtasciwych, obliczy¢ wartosci catek zbieznych.

T dx
1148. /x'lnx: .................
1/2
dx
1150. /x_lnx: .................
0
7 dx
1152. 2/%.(ln OO0 =
1154 70 du —
S e G
1156. /mS-sinwgdx: .................
0

1158. /lnxda;: ..................

1
1160. / e G —
1

1162. 70 dr=........

ZE100+{L‘66+ZL‘44+1

1149 [_de
. /(7,;.(]111.)2 T 4 e s e s e s s e s e s s e s e e
2

1/2 d
X
1151, [ =
) x-(Inx)

dx

1153. | ——MmM =
53 z-lnz-Inlnz

00
112'97

1163. / de=........

1’100+ZL‘66+ZE44+1

—00

1164. Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstatej przez obrét okregu o réwnaniu

wokot osi OY.
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Pole powierzchni powstalej przez obrét krzywej {(z, f(z)): x € [a, b]}, gdzie 0 < a <b oraz
f € Ca, b]), wokot osi OY jest réwne
b

27r~/:1:'- 1+ (f'(2))* dx .

a

W rozwiazaniu moze sie tez przydaé¢ wzor / dx =arcsinz+C.

1
V1—2x?

1165. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych catka
niewladciwa

—dx
o/ I8+ 27
jest zbiezna.

1166. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

¥ dx
/x'(x—|—3)'(az+8) '

24

1167. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

7 dz
/:(;-(x+10)~(:6+12)'(1:—|—30) '

15

1168. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

i dx
/(2x+3)~(5x+3)'

1

1169. Rozwazamy bryte

1
{(m, y,2): x=1 A \/y2+22<}.
T

Rozstrzygnaé¢, czy ta bryta ma skonczona objetos¢ oraz czy powierzchnia ja ograniczajaca ma
skoniczone pole?.

1170. Rozwazamy funkcje f okreslona wzorem

o0

fa)= [

0

tm

———dt.
t104+1

a) Wyznaczy¢ dziedzine funkcji f.
b) Dowiesé, ze f jest funkcja wypukta.
c) Dowiesé, ze wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem pewnej prostej pionowej.

d) Wyznaczy¢ najmniejsza wartosé funkcji f.

4Innymi stowy: Czy majac pokéj w takim wlasnie ksztalcie (tzw. patodeweloperka) mozna go pomalowaé skof-
czong iloécig farby? Czy mozna go wypelnié¢ skonczona iloscia farby?
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Wskazowki:
e Wykonaé¢ podstawienie s =1/t.
e Udowodni¢ nieréwnosé miedzy srednimi wazonymi (doprecyzowaé zatozenia):

a’ o' <wa+(1—w)b.
Zastosowaé ja do funkcji podcatkowych.

) T a"de
Niech C(n) :/m
0

. Dla danego n podaj takie k #n, ze C(k)=C(n).
1171. n=2, k= .................. 1172. n=3, k= ..................

1173. n=5, k= .cc0vveeirenein... 1174, n=7, k= ..ccoveviiireii...

i d
Niech C(n / T Dl danego n podaj taka liczbe k#n, ze C(k)=C(n).
0

1175. n=5, k= ..oovereueenenn.. 1176. =7, k= ..ovvereeene...
1177, n=11, k= ... 1178. n=13, k= ....cccoviri ..

1179. Podaj zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktérych
podana caltka niewlasciwa jest zbiezna.

/vﬁp“ﬂ” by [,
6 ) : J e e :
c)/ $2p+$p . d) 70de

J peppe Ty : J o e

1180. Podaj zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktérych
podana caltka niewtasciwa jest zbiezna.

/\/$4+x2 b) 70\/x5+x3d

gyl IR LR R R RLRRCRREREES ; J 7252]3—’—3717 e ;
6 4 o0 7 5

B A [

) xp—i-xp 5 TP + P

1181. Podaj zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktérych
podana catka niewtasciwa jest zbiezna.

/ 2p+mp . b) 70 [E2p—|—.17p
\/W .......................... 9 /
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Szeregi o wyrazach nieujemnych’.

Poczatkowych 8 zadan jest przeznaczonych do samodzielnej analizy — maja podane rozwiazania
i beda omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentéw lub wtedy, gdy pozostate
zadania zostang omowione przed zakonczeniem ¢wiczen.

1182. Rozstrzygnacé, czy szereg

jest zbiezny.

1183. Rozstrzygnal, czy szereg

i (\4/n4+n—n)

n=

—

jest zbiezny.
1184. Rozstrzygnac zbieznos¢ szeregu
> <\3/n2—i—1— vV n2) .

n=1

1185. Rozstrzygnac zbieznos¢ szeregu

< (3n)!
2550 (I

1186. Rozstrzygnaé zbiezno$¢ szeregu
© n!-18"

S

1187. Rozstrzygnaé, czy szereg

2

oo [T+ (%)
S

jest zbiezny.
1188. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu
« (n41)""
o
277 .n

n=1

5Zadania do oméwienia na czesci éwiczen 28.04.2026 i czeéci éwiczen 5.05.2026
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1189. Podaj w postaci przedzialu zbior wszystkich wartosci parametru p, dla ktorych podany
szereg jest zbiezny.

[e%9) n2 00 n3
C e d e
) e ) L

1190. Dowies¢, ze jezeli szereg § a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1
IR
n=1 T

tez jest zbiezny.
Wskazéwka: Zastosowaé nieréwnosé¢ miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng do liczb a,,

1
oraz —;
n2’

1191. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze
> a,=1 oraz > b,=9.
n=1 n=1
Udowodni¢ jedna z ponizszych nieréwnosci:

Z Vanb, <5 (wersja latwiejsza)
Z Va (wersja trudniejsza)

Wskazéwka: Skorzystaé¢ z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczna.

1192. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

Sal=1 oraz Y B =1.
n=1

n=1
Dowiesé, ze

o
S aZbh? 1
n=1

1193. Dany jest taki szereg zbiezny % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 o0
Ya, <8 oraz Y a)<64
n=1 n=1

Dowies¢, ze
o

> ap

n=1

gdzie C'=27 (wersja latwiejsza) lub C' =16 (wersja trudniejsza).
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1194. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze
Sal=8 oraz Y b=1.
n=1 n=1

Dowies¢, ze

S a?bh?<2.
n=1

1195. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru k, dla ktorych szereg

> (Vs — Vi)

jest zbiezny.

1196. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista dodatnia M, ze szereg

< (4n)!
2 - )

jest zbiezny dla p > M i rozbiezny dla 0 <p < M.

1197. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista dodatnia M, ze szereg

S0

jest rozbiezny dla p > M i zbiezny dla 0 <p < M.

1198. Rozstrzygnac, czy szereg

2
oo 1/33n+ (37)
T

jest zbiezny.
1199. Rozstrzygnac, czy szereg

2
oo /337 + (37)
Z T

n=1

jest zbiezny.

1200. Dowies¢, ze jezeli szereg § a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1

Z:lx/@

3/77/2

tez jest zbiezny.
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1201. Dowies¢, ze jezeli szereg Z a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
pIEL

tez jest zbiezny.

1202. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze szereg
n=1

g:\/a_n

S

jest rozbiezny.

1203. Rozstrzygnac zbieznos$c szeregdw

© \nk41 > Vnktl41
nZ::l n’+1 oraz nz::l n’+1

dla tak dobranej wartosci parametru naturalnego k, ze doktadnie jeden z tych szeregdéw jest zbiezny.
Rozstrzygnac zbieznosé szeregow:

2

n o n n n "
1204. 1205. —_— 1206.
0 Z(2n+1) Z<n+1) Z<n+1>

—1 n=1

110n+10 2.5-8-...-(3n—1)
1207. 1208. 1209.
2:: (110n+11> Z " 1-5-9-...-(4n—3) Z \/n2—|—n n
00 amn % 1000™ ) (n!)IOOO
121 1211. Y o — 1212.
C LT = AT
1913 i(f) 914 i Int —Tnd+1 1215, i Int —Tnd+1
) 1 19n° —13n2+1 1 19n6 —13n2+1

1216. Obliczy¢

n=1

22024 1
[10g3 Z n] .

Przypomnij sobie liste 9z pierwszego semestru !
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Szeregi o wyrazach dowolnego znaku®.

Poczatkowych 7 zadan jest przeznaczonych do samodzielnej analizy — maja podane rozwiazania
i beda omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentéw lub wtedy, gdy pozostate
zadania zostang omowione przed zakonczeniem ¢wiczen.

1217. Udowodnié¢ zbieznosé¢ szeregu
Z (=)™ (2n—1)-(2n+1)
1 (3n—1)-(3n+2)-(3n+5)

1218. Udowodni¢ zbieznosé¢ szeregu

1219. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
Z (=1)"-n-(n+1)-(n+2)
— (3n+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10)

1220. Udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu
£ (1
= n+100 °

1221. Udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu

> ((—1" (Vari-va)) .

n=1

1222. Wiedzac, ze
S
2
obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmomcznego, w ktorej na przemian wystepuje 100 wyrazow
dodatnich i jeden ujemny:

=In2,

13 199 2201 203 77399 4 401 403 7599 6
+1+1++11+1+1++1 LS
601 ' 603 799 8 801 ' 803 999 10 ' 1001 ' 1003

1223. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu
2 2n\" 2
i a” (n) "
n=1 (nl)n
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie udzieli¢
odpowiedzi.

6Zadania do oméwienia na czeéci éwiczen 5.05.2026 i éwiczeniach 12.05.2026
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1224. Wsréd ponizszych szesciu szeregébw wskaz szereg zbiezny, a nastepnie udowodnij jego
zbieznos¢. Jesli potrafisz, oblicz jego sume.

< (=1)"(n+1) © (—=1)"(2n%+1) © (—=1)"(2n—1)
(A) n; ™+ 10 B =1 3n2+n nz n2+n

(—=1)"(n?+1) < (—=1)"(3n?+1) < (=1)"(2n—1)
D) ; 2n2+1 (E) n; Tn—1 (F) n; 2011n+2012

W kazdym z czterech kolejnych zadan udziel siedmiu niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny, a przy tym szereg spelniajacy podany warunek istnieje)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi byé¢ rozbiezny, a przy tym szereg spehliajacy podany warunek
istnieje)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem rozbiezny)
X - nie istnieje szereg spetiajacy podany warunek

Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu > a,, jezeli wiadomo, ze jego wyrazy sa rézne

n=1

od zera, a ponadto ciag jego wyrazéw (a,) spelia podany warunek

1225. hm an, =g, gdzie

a)g=—3 ........... b)g=-1........... c)g=-1/3 ...........
d)g=0....... e)g=1/3 ....... fyg=1....... g)g=3 .......
1227. lim " =g, gdzie
o0 g
a)g=—-3 ........... b)g=—-1........... c)g=-1/3 ...........
d)g=0....... e)g=1/3 ....... f)g=1....... g) g=3 .......
1228. lim || =g, gdzie
a)g=-3 ........... b)g=—-1........... c)g=-1/3 ...........
d)g=0....... e)g=1/3 ....... f)g=1....... g)g=3 .......
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1229. Podaj w postaci przedziatu lub uporzadkowanej sumy przedziatéw zbiér wszystkich
wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktérych podany szereg liczbowy jest zbiezny.

a) > (p2 —3)n jest ZbIeZNy < P E
n=1

= (r*-5)" . )

b) S Jest ZDIEZNY S P
NG
00 2_8 n

c) Zujest ZDIEZIY S P i
n=1 n
= (p°—10)" . L

d) Y 5 jestzbiezny & pPE ...
n=1 n

1230. W kazdym z ponizszych 16 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, N:

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem rozbiezny )

o0 o0
Wiadomo, ze szereg > a, jest zbiezny, szereg > _ b, jest rozbiezny, ciag (c,) jest zbiezny, ciag
n=1 n=1
(dy,) jest rozbiezny. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci

a) ciagu (@) «o.oiiii b) szeregu io: Crt e
n=1

c) ciagu (bn) «veviiiiiiii, d) szeregu ildn ...................

e) ciagu (a,+by) oo f) szeregu i (@n+bp) oo
n=1

g) ciagu (cp+dp) oo h) szeregu §1 (Cntdp) oo,

i) ciagu (an+cn) «ovoiii. j) szeregu i (Qp4cp) oo,
n=1

k) ciagu (an+dy) oo 1) szeregu io: (an+dp) oo,
n=1

m) ciagu (b, +¢) oovoiiiiii. n) szeregu §1 (bp4Cn) oo

o) ciagu (bp+dp) ool p) szeregu i (bp4dp) oo
n=1
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Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (podaé¢ przyktad lub dowie$é, ze nie istnieje) :

1 oe]
1231. a, > — dla nieskoficzenie wielu n, ¥ a, >0, szereg Y _ a, jest zbiezny.
n TLEN n=1

1 o0
1232. a,, = on dla nieskonczenie wielu n, > a, =10 .
n n=1

neN

1 o0
1233. V a,2=—, Y a,=0.
n p=1

1234. V a,€Z, a,=n dla n <100, szereg > a,, jest zbiezny.

neN n=1
o0
1235. a, =1 dla nieskoniczenie wielu n, szereg > a, jest zbiezny.
n=1

1236. Szereg > a, jest zbiezny, szeregi >  ag,—1 1 as, sa rozbiezne.

n=1 n=1 n=1

1237. Szereg > a, jest rozbiezny, szereg > (ag,—1+ as2,) jest zbiezny.

n=1 n=1
1238. Szereg > a, jest rozbiezny, szereg > (ag,—1+az,) jest zbiezny, lim a,=0.
n=1 n=1

1239. Szereg Y a, jest rozbiezny, szereg > (agn 4 agniq + Gonig+ ...+ agn+1_q) jest zbiezny,

n=1 n=0
A dn =0
1240. Szeregi > (agp—1+az,) i a1+ Y _ (a2, +agni1) sa zbiezne, ale maja rézne sumy.
n=1 n=1

1241. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie udzieli¢
odpowiedzi.
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1242. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregu

i (3n)!-a”
= nl-n

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie udzieli¢
odpowiedzi.

Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregdw

n n

n n n
1243. —_— 1244. —_— 1245. —_—
Z ( +2) Z +2)n+1 Z +2)n+2
1246. Dowies¢, ze szereg
o (=D)"n-(n+1)

,; (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)

jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

1247. Dowies¢, ze szereg

jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zblezny.

Rozstrzygnac, ktore z nastepujacych szeregdéw sa bezwzglednie zbiezne, ktére warunkowo zbiez-

o
ne, a ktoére rozbiezne. Wskaza¢ wérod ponizszych przyktadéw dwa szeregi, jeden zbiezny 3 a,,
n=1

drugi rozbiezny % b, o ilorazie wyrazéw a, /b, dazacym do 1.
n=1

fe’e) (_1)n 0o (_1)n+1 0 (_1)n210"
1248. 1249. —_— 1250. —_—
nz::l vn nz::l n?-3n ngl 32"
o0 ( 1)n+1n3 00 (_1)n+12n2 00 ( 1)n2
1251. 1252. 1253. —_—
nz::l on n; n! ,;::1 (n+3)1/4
R (1, C) = (1) =
1254. 1 1255. 1256. 2— 1"
nzzzl Vn " Vn a1 nb/m 712:31( n \/ﬁ>( )
1 1 1 1 1 1 1 1
1257. 1 -1+1————4+1—————— et l————— e ——+.. (K
+ 55 + 37373 +..F r T n k; +... ( krazy )
1258. 1 1—|—1 L 1+1 L1 1+ —l—l L L 1+ (k‘ )
Ad-14------—-+—--————-—- e - e — — ... raz
2 4 4739 9 9 kR R k2 Y
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Podstawowe kryteria zbieznosci szeregow.

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg 7;1 a, jest zbiezny, to nlgrolo an, =0.
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera, to szereg

o0
> a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE WIELU PO-
CZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wplyw na sume szeregu zbieznego.

3. KRY;I‘OERIUM £OROWNAWCZE.
Niech > a, i Y b, beda szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego n € N

n=1 n=1
zachodzi nier6wno$c a,, < b,,.

Jezeli Y a, =00, to Y_ b, =c0.

n=1 n=1
(0.) oo

Jezeli Y b, < o0, to Y a, <.
n=1 n=1

4O.OKILKA WZORCOWYCH SZEREGOW.
> q" jest zbiezny dla |g| <1, rozbiezny dla pozostalych gq.

n=1
&S

1
> — jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostalych a.
na

n=1

5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Ap+1
Qn

lim

n—oo

=g<1,

o0
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +00)

. An+41 -
e e
n
(o]
to szereg > a, jest rozbiezny.
n=1
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6. KRYTERIUM CAUCHY’ EGO.

Jezeli istnieje granica

i, o] =g <1

o0
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +o00)

i, o] =g>1.

[e.e]

to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

7. KRYTERIUM D’ALEMBERTA DLA CIAGOW.

Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica
. An41
lim

n—o0

=g<1,

n
to ciag (ay) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)
Anp+1
Qn,

lim

n—oo

=g>1,

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

8. KRYTERIUM CAUCHY’EGO DLA CIAGOW.

Jim {]an|=g<1,

Jezeli istnieje granica

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +00)

Jim, o] =g>1,

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

9. ZBIEZNOSC BEZWZGLEDNA.

o o0
Jezeli Y |a,| <00, to szereg > a, jest zbiezny.

n=1 n=1

10. SZEREGI NAPRZEMIENNE (KRYTERIUM LEIBNIZA).

Jezeli (a,,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg
[e.e]
> an(=1)"
n=1

jest zbiezny.
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