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1093. Obliczy¢ catke
1

/ x5 dx
0
poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu catkownia
na réwne czesci.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ warto$¢ caltki przez bezposrednie catkowanie i poréwnac
wyniki.
Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé

Wobec tego!

1 3 2 2
_ 1 X[k . 1 & _ 1 n*-(n+1) 1
3 dr = 1 Q:() — 1 — 3K =1 ():
O/I L nl—r>I<>10 (TL - \n nl—I>Iolo n4 =1 nl—I>Ic}o nt 4 4
Sprawdzenie:

1094. Obliczy¢ catke
1
/ vV dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé catki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

Rozwigzanie:
Najpierw pokaze, w jaki sposdb mozna naiwnie probowaé rozwigzac to zadanie i dlaczgo to sie nie
udaje.

Dla funkcji ciagtej f:[0, 1] — R i ciagu podziatéw przedzialu na réwne czesci, interesujacy nas

wzor ogblny przybiera postac
1ok |
lim Zf()): f(z)dx.
n—00 (n =1 n 0/

Wobec tego
1
) 1
/\/de: lim (Z\/%) .
n—oo n
0 k=1
n 2, 2
'Korzystamy po drodze ze wzoru ZkB = %

k=1
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Trudnoscia, jaka napotykamy w tym momencie, jest brak wzoru, ktory pozwolithy wyrazié¢
sume

S VE=VI+VIHVEAVI V4. AT+

w prostej postaci pozwalajacej na przejscie graniczne.

No céz, naiwnie sadziliémy, ze najtatwiej bedzie wybra¢ mozliwie najprostszy ciag podziatéw
przedzialu calkowania, a mianowicie podzialy na réwne czeSci. Ale co nam z tego, ze sam po-
dzial jest tadny, skoro funkcja podcatkowa w punktach podzialu przyjmuje wartosci wykluczajace
zwiniecie otrzymanej sumy do prostej postaci.

Musimy wiec zmieni¢ nasze priorytety. Niewazne, czy przedzialiki podziatu sg réwne, czy nie.
Przede wszystkim wartosci funkcji podcatkowej w punktach podziatu musza by¢ mozliwie naj-
prostsze. Poniewaz w rozwazanym przyktadzie funkcja podcatkowa jest pierwiastek kwadratowy,
punktami podziatu powinny by¢ liczby, ktorych pierwiastki kwadratowe sg liczbami wymiernymi,
a jeszcze lepiej, jesli nie beda to byle jakie liczby wymierne chaotycznie rozmieszczone, ale liczby
wymierne tworzace w miare regularny cigg?, na przyklad cigg arytmetyczny.

To prowadzi do pomystu, aby za punkty n-tego podziatu przyja¢ kwadraty liczb wymiernych
tworzacych skonczony ciag arytmetyczny. Oczywiscie taki, aby zerowy punkt podziatu byt lewym,

a n-ty prawym koncem przedziatu catkowania, czyli
k}2

Tk =5 -
n2

Zastosowanie ma wersja z ciggiem podziatow, gdzie n-ty podziat jest podziatem na n nieko-
niecznie rownych czesci, a y-ki sa w prawych koncach przedziatéw podziatu:

b n
[ @) do= lim > (@0 =2ar-1)f (wn) ) (%)
a k=1
W naszym wypadku
2
CL:07 bzla f(x):ﬁ7 xn,k:fﬂa

skad po podstawieniu powyzszych danych do wzoru (&) otrzymujemy

1
ok (k=12 | k2 o ((2k—1\ k
Mdﬂ%%((w‘ ) () 5)-

k=1 k=1 k=1
i (1‘ (n«(n+1)'(2n—|—1) _n~(n+1)>> — lim ((n+1)«(2n—|—1) _n+1> :g.
n—o0 \ p3 3 2 n—00 3n? 2n? 3

2Tu mamy na mysli ciag skonczony, ale stowo ”skoficzony” pomijamy, aby nie zaburzaé plynnoéci i tak juz
rozbudowanego zdania.
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Sprawdzenie:

1095. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g:[a, b] — R spelniaja nier6wnosé

fx) <g(z)
dla kazdego z € [a, b, to $rodek ciezkosci figury

{(,y): ve€la, 0] A fx)<y<g(z)}

XY
lezy w punkcie (P’ P), gdzie

b b
X=[a (o) -f@)de, Y= [ (@@~ (@) dr,  P=[glr)~ f(x)d.

a
Wyznaczy¢ $rodek ciezko$ci obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu y=x? i prostg o réwnaniu
y=1x.
Rozwigzanie:

Poniewaz dane w zadaniu parabola i prosta przecinaja sie w punktach (0, 0) i (1, 1), a przy
tym z? <z dla z € [0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b] =0, 1], f(x)=2z? oraz g(z)==.
Otrzymujemy kolejno:

; 1 3 gt 11
X—/a:(x :E)dx /a: z° dzx 1 37 1-13
0 0 x=0
1
1 x3 xb 1 1 5—-3 1
20/33 T TI00 76 100 30 157
1 2 3!
T T 1 1 1
P= —?dr="—-" =———==
O/x TR 72786

W rezultacie wspélrzedne $rodka cigzkosci danej figury to X/P = (1/12)/(1/6)=1/2 oraz Y/P =
(1/15)/(1/6) = (2/5).

deowz’edz”:

Srodek ciezkosci danej figury lezy w punkcie (1/2, 2/5).

1096. Pomarancze o cienkiej skérce pokrojono na plasterki rownej grubosci. Ktére plasterki
majg wiecej skorki: te blizej rownika, czy te blizej biegunéw?

Odpowiedz: Wszystkie plastry zawieraja tyle samo skorki.

1097. Dane sa dwie sfery o réznych promieniach. Dysponujemy cyrklem o statym rozwarciu

mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na kazdej ze sfer rysujemy tym cyrklem okrag. Na ktorej
sferze narysowany okrag ogranicza wieksze pole?
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Odpowiedz: Pole ograniczone okregiem nie zalezy od promienia sfery, a jedynie od rozwarcia
cyrkla uzytego do narysowania okregu. Takie samo jest pole kota narysowanego na ptaszczyznie.
Pole calej sfery jest réwne polu kota o promieniu réwnym $rednicy sfery — na sferze rysujemy to
tak: nozka cyrkla w jednym biegunie, otéwek §lizga si¢ po drugim biegunie. Natomiast potsfera
powstaje przez umieszczenie nézki na biegunie i narysowanie réwnika — zastandéw sie jaki jest
wowczas rozstaw cyrkla i sprawdz, ze pole sie zgadza.

1098. Gdzie lezy $rodek ciezkosci potsfery?
Odpowiedz: W potowie wysokosci.

1099. Gdzie lezy srodek cigzkosci potkuli?
Odpowiedz: W 3/8 wysokosci.

1100. Obliczy¢ catke
1
/ 2% dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu catkownia
na réwne czesci.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i poréwnaé
wyniki.

Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzdr z wersji 4 przybiera postaé

hn1<1 ( )) /f
Wobec teg03

n 1 (21/7)" =1 1 21
- k/n| _ 1 ol \T ) ") _1; ~.9l/n, _
/2 dw—éﬂ&( 2.2 )—4520<n 2 —45130<n ’ 21/"—1>‘

N p=1
1 2un 1 1/n 1/n 1/n
_nlgglo (n 21/n_1) _TJLIEIO (2 21/n_1> _nhlgoZ nlggo 1/n _ 1 =1 nlggo ol/n _ 1
1
= lim /n

Jezeli istnieje granica (funkcji)

to istnieje rowniez granica (ciagu)

3Korzystamy po drodze ze wzoru na sume postepu geometrycznego.
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i sg one réwne. Korzystajac z reguty de I’'Hospitala otrzymujemy

T . 1 1
llm——=llm——— = —
=092t —1 2-027.1n2 In2

i tyle wladnie wynosi warto$¢ szukanej catki.
Sprawdzenie:

21‘

1
2 1 1
2% dx = —— =
0/ . In 2

"2 2 2’

z=0

1101. Obliczy¢ granice
2n kS
li —_—
nl—%lo =1 5k4 + nt

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

SN ]

5kt +nt n [ 5(k/n)r+1 n 7 \n

IS

d
gdrie f(v) =T

Poniewaz funkcja f jest calkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowiadajace
ciaggowi podziatéw przedziatu catkowania na przedzialy rownej dtugosci daza do catki oznaczone;j:

1 7 20a°
i 21 ()= /f . ‘/5m4+1 "=507 ) st

_ln81—1n1_4ln3_1n3
N 20 20 57

_In (5x4—|—1)
20

=0
gdzie po drodze skorzystaliémy ze wzoru

g’(x)) dr=1n|g(x)|+C .

Otrzymujemy wiec
n 3 In 3
lim = .
n=—00 ,gl Sk*+nt 5

1102. Obliczy¢ dhugosé krzywej

Rozwigzanie:
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3/2

2
Zgodnie ze wzorem na dilugosé krzywej bedacej wykresem funkcji f(z) = 372" na przedziale

[a, bl = [0, 15] otrzymujemy:

b 15 5 15 . 3/2 15
/ 1+(f’(x))2dx:/ 1+<\/5> dx:/\/l—i-xdx:w—;l) =
a 0 0 =0

2 2
=2.(64—1)=2.63=42.
3 )=3

Odpowiedz:
Dana w zadaniu krzywa ma dhugos¢ 42.

1103. Wyznaczy¢ $rodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(I, y,2): 22y A<L A x> 3} ,

Interesujaca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku i mia-
nowniku.
Rozwigzanie:

Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrét obszaru
1
(x,y): §<x<1 ANOLy<VI1I—a?

wokot osi OX. Jego srodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
; 2
W-/JZ-(\/l—l‘?) dx

1/3

Ty = -
7r~/(\/1—x2)2dx
1/3
Obliczamy:
: 2 : 2 ozt '
. — 2 e — 3 = — — — —
/a:(\/l :E)d:v /:17 x° dx 5 1
1/3 1/3 z=1/3
11 1+ I 162—-81—-18+1 64 16
2 4 18 324 324 324 8l
oraz
1 1 e
—\2 o B _1_1 i_81—27—27+1_§
/(\/1 x) dm—/l vdr=ux 3 =1 3 3—}—81— a1 =31
1/3 1/3 x=1/3
skad
16/81 4
LTg= ——"=—,
28/81 7

Lista 16R - 346 - Strony 341-377



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy w punkcie

4
—,0,0].
(700

W kazdym z kolejnych dwunastu zadan podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ granicy ciagu.

1 1 1 1 1
1104. i e+———+..+—)=In3
”L@O<2n+1+2n+2+2n+3+ +2n+k+ +6n) "
1105. i L + ! + ! + +—1 +...+ L In 3
. 11m — | =1n
n=co\n+2 n+4 n+6 n+2k In
1106. i L + ! + L + +—1 + +—1 In 3
. 11m =1in
n+1 n—+2 k ™
1107. 1i . =In5
n%<n2+<n+1>2 NN | R +50n2> !
n+1 n—42 k 5n
1108. i . =1n3
"1_’%(2712+(n—|—1)2+2n?+(n+2)2Jr Tt +27n2> "
1 2 k 3n
1109. Ii e b—— 4+ . +——)=In2
”I_’H"lo(3n2+1+3n2+4+ T +12n2> !
1110. li ( " + + +> T
. Im . -
n=co\np24+1 n2+4 24 k2 2n?) 4
n n n n iy T \/§
1111. 1 o — = =
nli£1<><3n2+1Jr3n2+4+ 3n? + k2 4n2> 6-/3 ( 18 )
n n n n 7Y 71'-\/§
1112. 1 . = =
”L@O<3n2+1+3n2+4+ TN +12n2> 3-v3 ( 9 )
n n n n ™
1113. i e+ =
n1—>r£10(3n2+(n+1)2+3n2—|—(n—|—2)2+ T +12n2> 6-v3

120 220 320 20
1114, lim — 2 - totn
n—oo n

—1/21

1115. li (”+ R R ++”) 1/2
.o m | — ==
i\ n2 " (n+1)2 ' (nt2)2 | (n+3)? (2n)?2
1126. Obliczy¢ granice (ciagu)
y (VI+V2+ 3+ VA+Vo+.. . +Vn=3+Vn—2+Vn—1+¥n)"
1m
n=00 T4V 24+ V34 VA+VE+ . VR —3+vVn—2+vn—1+/n

dla tak dobranej liczby rzeczywistej p, aby granica ta byta liczba rzeczywista dodatnia.

Rozwigzanie:
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Oczekujemy, ze suma wystepujaca w mianowniku jest rzedu wielkoéci n®/2, gdyz mamy tam n
sktadnikéw, a wickszoéé z nich jest rzedu n'/2.
Zauwazmy, ze

R WAL W L Y (]
gdzie f(x)=+/x.

Poniewaz funkcja f jest calkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowiadajace
ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza do catki oznaczonej:

hmzf<> /f ) da = /\/_dx—%;/zl

n—eoen T
¢ =0

2

3

Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkosci n®/4, gdyz mamy
tam n skladnikow, a wiekszo$é z nich jest rzedu n'/?.
Zauwazmy, ze

SOWEED S EEED Wi
gdzie g(x) = V.

Poniewaz funkcja g jest catkowalna jako funkcja ciagla, jej sumy Riemanna odpowiadajace
ciaggowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza do calki oznaczone;j:

hng<> /g ) da = /\/‘6195_4‘/’“"55/41 1

n—oo
n
=1 =0

5

Wobec tego

n4.p <_5/4n4'>p
lim <Z§1\/;> — lim | nor/4-3/2, " ;1 Vi _ (4/5)P

n—0o00 i\/{ n—00 7’L_3/2'%\/% 2/3 ’
i=1

=1

oile 5p/4=3/2, czyli p=6/5.
Dla tej wartosci p szukana granica jest réwna
(4/5)%°  6-/4
2/3 5.5

6- /4
Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciagu jest rowna . \5/_\/5 dla p=6/5.

1127. Obliczy¢ granice (ciagu)

k
y (VI+V2+V3+VI+Vo+. . +vn=3+Vn—2+vn—1+/n)
1m m
= (Y14 2+ 3+ VA4 o+ + Yn—3+ Yn—2+ Yn—1+ )
dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych k i m, aby granica ta byla liczbg
rzeczywista dodatnig.
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Rozwigzanie:

Oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkoéci /2, gdyz mamy tam n sktad-
nikéw, a wiekszoé¢ z nich jest rzedu n'/2.
Zauwazmy, ze

gdzie f(r)=+/x.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowiadajace
ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosei 1 / n daza do catki oznaczone;j:

hme() /f )dx = /\/_d:v—2x3/2

']’LHOOn i=1

=0

Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujaca w mianowniku jest rzedu wielkosci n*/?, gdyz
mamy tam n sktadnikéw, a wiekszoéé z nich jest rzedu n'/3.
Zauwazmy, ze

DN EED S WICR
gdzie g(x) = V/x.

Poniewaz funkcja ¢ jest catkowalna jako funkcja ciggla, jej sumy Riemanna odpowiadajace
ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1 / n daza do catki oznaczone;j:

11mZg<> /g ) dx = /\/_d$_3x4/3

R L

k k
lim Lm — lim | p3k/2—4m/3. i=1 = 7
i=1 i=1

oile 3k/2=4m/3, czyli k=81 m=9.
Dla tych wartosci k i m szukana granica jest rowna
28 . 49 226
35.39 317

Wobec tego

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciggu jest réowna 22¢/317 dla k=8 i m=9.

1128. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagle f, g:[a, b] — R spelniaja nier6wnosé

flz)<g(x)
dla kazdego z € [a, b], to $rodek ciezkosci figury

{(x,y): x€la,b] N f(z)<y<g(z)}
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XY
lezy w punkcie (P’ P)’ gdzie

X= [ (o(0) = (@) d v=_. [ @) =) e, P=[otr)—s@)ar

Wyznaczy¢ srodek ciezkosci (x,,, y,,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o réwnaniu y =z i krzywa,
o réwnaniu y = |z|- W

Obliczy¢ graniczne wartosci zg = lim x, oraz yg = lim y,. Jakiej zaleznosci miedzy z¢ i yg
powinni$my oczekiwac i dlaczego?

Rozwigzanie:
Poniewaz dane w zadaniu krzywa i prosta przecinaja sie w punktach (0, 0) i (1, 1), a przy tym
| |- W<x dla 2 €10, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b]=[0, 1], f(z)=z"*Y/" oraz g(z)=x.
Otrzymujemy kolejno:

1 1 3 (3n+1)/n

: 1 n
X (g (p—gm /Y gp— [ g2 _ gt g, * T 7 | 2 _
O/x (z—a®) da O/x v T T B/ 3 ntl
1
~3-(3n+1)’
1 3 3n+2)/n !
2/ 6 2-(3n+2)/n 6 2-(3n+2) 3-(3n+2)

r=

1 2 (2n+1)/n
P=[o—gttOng, Y T
0/ 2 (2n+1)/n

z=0

W rezultacie wspotrzedne srodka ciezkosci figury Z, to

X 2-(2n+1) Y
In="FH =5 7o 1\ oraz yn:F:

P 3-(3n+1) 3-(3n42)

Wobec tego ¢ =ys =4/9.

Dla bardzo duzych n obszar Z,, jest nieznacznie pogrubionym odcinkiem o koncach (0,0)1 (1, 1),
wiec nalezy oczekiwac, ze jego $rodek ciezkosci lezy bardzo blisko tego odcinka. W konsekwencji
nalezy oczekiwaé, ze rg =yg.

1129. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli

1
{(xv Y, 2): 2+ +2° <1 A x>—3} )

Interesujgca wspotrzedna $rodka ciezkosci jest liczbg wymierng o jednocyfrowym liczniku i mia-
nowniku.
Rozwigzanie:

Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrét obszaru

1
{(37, y): —§<JJ<1 A\ Ogygw/l_xz}
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wokot osi OX. Jego srodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
1

- / x-(\/l—x2)2 dx

~1/3
Ty= ;
2
- / (\/1—352) dx
~1/3
Obliczamy:
f 2 ; z? 2t '
_ 3 _ _
/x(@) dr = / rT—x dx—i—z =
~1/3 -1/3 z=-1/3
111 n 1 162-81-18+1 64 16
2 4 18 324 324 © 324 81
oraz
1 1 31
—\2 o, _1 l_i 81—27+27—1_@
/(\/1 x) dx—/l ridr=x 3 =1 3—1—3 a1 51 =31
-1/3 ~1/3 z=—1/3
skad
16/81 1
Tg=——=—.
80/81 5

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odeinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy w punkcie
1
<, 0, O).
5
1130. Obliczy¢ dtugosé krzywej
{(a:, m3/2> : z €0, 13]} :

Rozwigzanie:
Zgodnie ze wzorem na dhugosé krzywej bedacej wykresem funkcji f(x) =22 na przedziale [a, b] =
[0, 13] otrzymujemy:

b 3/2
i 1)
/ 1+ (f'(x dm—/ 1+ dx— 1+f rdi—"
a x=0
8 (9 13+4>3/2_1 (117+4>3/2 N8 (121)3/2_1 3
27 4 27 4 27\ 4 B

8 (1331 1)_1331—8_1323_1350—27_27200—27 00 .9
27\ 8 oo2r 2t 2127 2

13

Odpowiedz: Dana w zadaniu krzywa ma dtugosc¢ 49.

1131. Obliczy¢ objetos¢ bryty
{(x, y,2): (22 +97) <2< 1}
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1 wyznaczy¢ potozenie jej srodka ciezkosci.
Rozwigzanie:
Dana w zadaniu bryta powstaje przez obrét zbioru*
{(m, z): z€l0,1] A m6<z<1}
wokoét osi OZ.

Zastosujemy wiec wzory

b [z (9 () — f*(x)) dx
Voy =2m- [ 2-(g(x) — f(2)) du yo= ") ,
: 2- [ (g(x) — f(x) d
przy czym role wspotrzednej y przejmie wspotrzedna z:
b [ (¢?(@)— P(2) do
VOZ:27T-/x-(g(x)—f(J:)) dx zs =4
a 2-[a-(g(x)— f(z)) dx

We wzorach tych przyjmujemy a=0, b=1, g(z) =1, f(x)=2°.
Catkowanie prowadzi do
b

1 1 2 8
3
C’lza/x-(g(x)—f(x)) dxz!x-(l—ﬁ) dxzo/x—ﬂdm:xz—g _0:§
oraz -
b 1 1 L2 gl 1 3
_ 2 2 _ 12 _ 13 7. _
Cg—a/x-(g (x)—f (x)) dx—O/x-(l—x ) dx—o/x—x dx—?—ﬁ i =5
Wobec tego objetos¢ bryty jest réwna
3
27 - CI == Z y
a wspolrzedna z-owa® jej érodka ciezko$ci wynosi
C, _3/7_4
2.C, 3/4 T°

Odpowiedz: Podana bryla ma objetos¢ 3w /4, a jej $rodek ciezkosci lezy w punkcie (0, 0,4/7).
Uwaga: Podana bryta powstaje przez obrot zbioru
{(:L‘, z): z€[0,1] A 0<z< \6/5}

wokoét osi OZ (tym razem w roli osi argumentu), wobec czego zadanie mozna tez rozwiazaé¢ wy-
korzystujac odpowiednio zmodyfikowane wzory

[ (g2() — f(2)) do
[ g2() — () do

b
VOX:7r~/92(:E)—f2(x) dx Ty=

4Zbiér ten znajduje sie w plaszczyznie XOZ.
5Srodek ciezkoéci figury obrotowej lezy na osi obrotu, wiec w tym wypadku wspélrzedne z-owa i y-owa $rodka
ciezkosci sa zerami.
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1138. Udowodni¢ zbieznos$é catki niewtasciwej

/ x™ dx
5 Va9 a8
Rozwigzanie:

Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

/ 2" dx _/ 2" dx +/ 2" dx
Wykazemy, ze kazda z dwoch catek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna. W tym celu

zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryterium poréwnawczego dla
calek niewlasciwych.

Otrzymujemy
™ dx b de /1 dx -
= OO’
0Vttt ) O+ad ) atT
bo4—7m < 1.
Podobnie
T ™ dx <Oo ™ dx _OO dx s
1/ a:9+x8\1/ x9—|—0_1/x45—” o
bo 4,5 —m > 1.

1139. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtasciwej

o
/ x¢dx
) attad

Rozwigzanie:

Dzielagc przedziat catkowania otrzymujemy
7xd:c /xdaz 701:€d:c
ot a3 zt4ad ) atad
Wykazemy, ze kazda z dwoch calek Wystgpujacych w powstzej sumie jest zbiezna. W tym celu

zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryterium poréwnawczego dla
calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ¢ dx ¢ dx /1
13 S 3
0 +x O—i-x :
bo 3—e < 1.
Podobnie
T xedx Tartdr T dx
< —
1/a:4+x3\1/x4+0 1/a:4€<+oo’
bo 4—e>1.
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1140. Udowodni¢ zbieznos$é catki niewtasciwej
/ ‘/I‘5+£L'3
5 \/I11+I7
Rozwigzanie:
Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy
/ NEEE dp— / 355~|—:B3 / m5+x3
3/ 1Ty 47 3/ 11 +x7 3/ 11 +x7
Wykazemy, ze kazda z dwoch calek Wystgpujegcych W powyzszej sumie jest zbiezna. W tym celu

zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryterium poréwnawczego dla
calek niewlasciwych.

Otrzymujemy
L /5.3 L /333
/%dxg/ 3x +f d:E—Q/ 59;;6<+oo,
o Vet 5 042 5
bo 5/6 < 1.
Podobnie
o0 5 3 o0 54 35 *d
RSy NGRS
S Vot Tt /vt +0 / x7
bo 7/6 > 1.

1141. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktérych catka
niewlasciwa

dx

xp
Vatdad
jest zbiezna.

Rozwigzanie:

Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

/ " g Y e [
———dr = / ——dz+ / ——dx
0 Vatta? 0 Vatta? S Vat+ad
Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg zbiezne.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryterium porow-
nawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy

oile3/2—p<1, czyli p
Ponadto
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oile3/2—p>1, czyli p<1/2.

Podobnie
dx dx = <400,
1/\/1:44—:63 1/ z+0 I/IQ_’)
oile2—p>1, czyli p<1.
Ponadto
[ tes [ gmtn g [ =toe
rd+ a3 S Vatdat V2 |z ’

oile2—p<1, czylip> 1.

Whiosek: Jezeli 1/2 <p <1, to obydwie catki powstate z podzialu przedziatu catkowania sa
zbiezne, a wiec i wyjsciowa caltka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych catek jest roz-
biezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana catka jest zbiezna dla p € (1/2, 1).

1142. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;
T 5r—2
4/ x3+ax2—2x du
i po uproszczeniu wyniku okresli¢, czy warto$é ta jest wicksza czy mniejsza od 1.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze liczby 0 i 1 sa miejscami zerowymi wielomianu szesciennego wystepujacego w
mianowniku funkeji podcatkowej, skad otrzymujemy
P+t —2r=x-(z—1)-(2+2).
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkéw prostych:
Sr—2 A B C
r-(r—1)-(x+2) :;+E+r—i-27
br—2=A-(x—1)-(x+2)+B-z-(z+2)+C-z-(x—1).

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech rownan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C', poréwnujac wspoétezynniki przy jednakowych potegach
x’a, a nastepnie rozwigza¢ ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za x wartosci 0, 1 1 —2 otrzymujac odpowiednio

dlaz=0 —2=-2A, skad A=1,
dlaz=1 3=38, skad B=1,
dla x =-2 —12=6C, skad C=-2.
Wobec tego
70 359[;22 dx—/—+ dx—ln|x|—|—1n|x 1|—=2-In |z 42| =
ro 4 x4 =2 r+2 o
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x-(x—1)

= (J}Lrglo(ln |z]+In|z—1]—2-In |x—|—2|)) —In4—In3+4+2-In6= <9}Lrgoln (12

>+1n3—

1_1
)—i—ln?):ln(llm( > )+1n3—1n1+ln3—1n3>1ne—1

I (hm r-(z—1)
2530 (l’—|—2)2

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartos¢ In 3 > 1.

Uwaga: Catki

e¢) o

/alcdx’ inldx’ 4/95—1#2

4

dx

sg rozbiezne, a granice

lim In |z, lim In |z —1], lim In |z + 2|

Tr—00 Tr—00 r—00
sg nieskonczone, nie mogg sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do nieozna-
€zonosci 0o — 00.

1143. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

[T
73 1623+

Doprowadzi¢ wynik do postaci In w, gdzie w liczbg wymierng dodatnig.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 A n Bx+C

r-(1622+1) =z 162241

1=A-(162"+1)+(Bz+C)-x
1=16Az*+ A+ Ba’+Cxzx,

1=A, 0=C, 0=16A+B,
A=1, B=-16, C=0.
Wobec tego®

7 dw 71 16z 1
s = |~ —dr=In[z|—-In (1627 +1
/x-(16x2+1) 1//33j 1622+ 1 0y <n|x| 5 n( ° 4+ ))

[e.e]

1/3 r=1/3
2 o
—In,|———|  =|{lim 161/9 ~In ,/ - —In
1622 +1 s @00 16a:2+1 16+
—lnl—lnf—lnf
4 5 4

6 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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5
Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa ma warto$é¢ In T

001 oo
/—dm, /7162 1dx
1/3x 1/3 L

Uwaga: Catki

sg rozbiezne, a granice
lim Infz|,  limIn (162°+1)

sa nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do nieozna-
€zOnosci 0o — 0.

Odpowiednie poradzenie sobie z przejSciem granicznym jest kluczowa czescig zada-
nia. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym, zadanie nie moze
zostaé¢ uznane za rozwigzane.

1144. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

T d
7/3331:15

lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 Az+B C
Prr (2241) -z a’+1 T
l1=(Az+B)-z+C- (x2+1) ,

1=Az*+Bz+Cz*+C,

0 = A+C
0 = B
1 = C
Stad otrzymujemy A= —1.
Wobec tego
In (22 +1

T d ¥ 1
e
7x+x 7 »?+1 =z

2 2
= (lim (—W—{—l)—i-lnx))—l—lnjo—ln?: (lim In [L’ 1) +1n50—1n7:

T—00 2 T—00 2 + 2
1 In 50 In 50 In 50
:(lnxli_%lo@ 1_{_:[_2)—1— n2 —In7=mn1+ n2 —In7= n2 —In7.
. e . . C ,, In 50
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartosc¢ —InT.
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Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotna czescia zadania. Bez tego za-
danie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku liczbowym.

1145. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

T 3x+2
6/ x3—4x d
lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
3r+2 3r+2 A B C
P—dr (r—2)-z-(x+2) -2 jL;—i_957+27
3x+2=A-z-(+2)+B-(z—2)- (x+2)+C-(x—2)-x. (Q)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie rownoéci (©), a nastepnie poréwnujac
wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan liniowych z trzema
niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inng droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno x =2,
x =0, r=—2 otrzymujac odpowiednio

8=8A, skad A=1,
1
2=—-4B, skad B:—§,

1
—4=8C, skad C= —5-

Wobec tego
T 342 112 1)2 In|z| In|z+2||
dr= [ —5———— dr=1In |z —2|— — —
[ 6/3:—2 PR L R 2 |
, In|z| In|z+2| In6 In8
=1 In |x—2|— — —Ind4+—+—=
<ILI£10<n|x | 5 5 )) n4+ 5 + 5
) xr—2 —2:-In44+In6+In8
={ lim In =
, r—2 —4-In24+In24+In3+3-In2
=In | lim —
e (x+2) 2

—2 In3 In 3 In3 In3
=] li z =lnl+—= —_——
n(lm z)—i— 5 nl-+ 5 0+ 5 5

. qs . , - . .. . ,, 11
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartos¢ <
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1146. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

/‘ 23x+3 dx
g Tt 9z
lub wykazac, ze calka ta jest rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkow prostych:
2x+3 2x+3 A B C
23— 9x (x—3)-z-(x+3) - $—3+E+r+37
20+3=A-z-(x+3)+B-(x—3)- (z+3)+C-(x—3)-x. ()

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie rownosci (), a nastepnie poréwnujac
wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyska¢ uktad trzech rownan liniowych z trzema
niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inng droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno x =3,
x =0, r=—3 otrzymujac odpowiednio

1
9=18A, skad Azi’

1
3=-9B, skad B:—g,
1
—3=18C, skad C= 5
Wobec tego
7-02x+3 T2 Y3 16 Infe=3] Infe| Infe+3 T
3 —9zx =3 x x+3 2 3 6
5 5 z=5
(_ <ln|a:—3| In |z ln|x+3|>> In2 In5 In8
= lim - - - + + =
T—00 2 3 6 2 3 6
, —3)3 In2 In5 In2 , (x—3)3 Inb
B (TR C. _ —In | lim ¢ =
(z‘l?on x2~(x+3)) 2 T3 T n<x5§o 2 (z13)) " 3
3
. 6<1_§) Inb Inb In5 Inb
=In| | g =lnl+—=0+—=—.
o e I T i R R R

In 5
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartosc¢ R

1147. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;

70 dx

4 - (x+2)-(v+5)

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-In E, gdzie p, ¢ sg liczbami pierwszymi, a w liczbg wymierng
q

dodatnig.
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Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkow prostych:
1 A B C

v (c12)-(145) = Taxt2 245’
1=A-(x+2)-(x+5)+B-z-(x+5)+C-z-(z+2).

Podstawiamy’ za x wartosci 0, —2 i —5 otrzymujac odpowiednio

dla x=0 1=10-A, skad A=1/10,
dla z=-2 1=-—6-B, skad B=-1/6,
dla x=-5 1=15-C, skad C=1/15.
Wobec tego®
[srmare] o et it

1
:%-(?wln |z|=5-In |z4+2|4+2-In |z +5|)

r=4
1

1
— (ljngo (-(3-111 |z|=5-In|z+2|+2-In |:I:—|—5|))> 20

(3-In4—5-In6+2-1In9) =

1 3 (z+5)? 1
=—-(limln——|——-(6:In2—-5-In2—5-In3+4-In 3) =
30 (xggon (z+2)5 ) gp (0-In2=5-n2=5-n3+4-In3)
2
1 142 1 1 1 13
=—-In lim( 96)5 ——(In2-In3)=—Inl+-—-(In3—In2)=—-In—.
30 Z—00 (1 + 2) 30 30 30 30 2
. rd . 7’ . ’ 7 3
Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa ma wartos$é 30 -In 7

Uwaga: Catki

1 1 1
4/$d:v, 4/$+2d93, 4/3:—|—5d$

sg rozbiezne, a granice

lim In |z, lim In |z +2|, lim In |z +5|

rT—00 rT— 00 T— 00
sg nieskonczone, nie mogg sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do nieozna-
€zOonosci 0o — 0.

"Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, utozyé uklad trzech réwnan liniowych z trzema niewia-
domymi A, B i C, poréwnujac wspoOlczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwiazaé ten uktad
réwnan.

8 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Zbadaé zbieZnos'c’ catek niewtasciwych, obliczy¢ wartosci catek zbieznych.

1148. / — Rozbiezna 1149, [— = =
J T Inz 5 z-(lnx) In2
1/2 1/2
d d 1
1150. [ —— =Rozbieina 1151, [ =
s r-Inx 5 z-(Inx) In2
o0 dr 1000 o0
1152. = 1153. = Rozbiezna
2/51:(111 x)lOOl/lOOO 1000/1n2 3/3: lnﬂf hl lnx
s d 1
1154./ < 5 = 1155. /\/a:—i— —/z dr = Rozbiezna
3 - Inz-(Inlnz)” Inln3 )
7 e
1156. [ 2°-sinz? dr = Rozbiezna 1157. | —=20
5
0 0 \/E
1 [e’9)
1158. /lnxdx:—l 1159. /%dazzRozbieina
1 1
1160. /:L”43/45dx— 1161. / 247745 4r — Rozbiezna
—1 _
1162. / $100+x66+$44+1dx:Rozbieina 1163. / $100+$66+$44+1dx20

1164. Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstatej przez obrét okregu o réwnaniu
(z=2)*+y*=1
wokot osi OY.
Pole powierzchni powstalej przez obrét krzywej {(z, f(z)): x € [a, b]}, gdzie 0 <a <b oraz
f€C(a, b]), wokot osi OY jest réwne
b

27r-/m- 1+ (f/(x)) dz .

a

1
W rozwiazaniu moze sie tez przydaé wzor / dr =arcsinz +C.

Rozwigzanie:
Przeksztatcanie réwnania obracanego okregu prowadzi kolejno do:

y2:1_(x—2)27
y==+y/1—(z—2)2.

Przy tym = moze przebiega¢ przedzial [1, 3].
Okrag rozdziela sie wiec w naturalny sposéb na dwa pétokregi, o rownaniach

y=y\/1—(x—2)2 oraz y=—y1—(x—2)2.
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Poniewaz kazdy z tych potokregow tworzy przy obrocie powierzchnie obrotowa o takim samym
polu, mozemy wyliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrot jednego z nich, a otrzymany wynik
pomnozy¢ przez 2.

Aby skorzystaé z podanego wzoru, przyjmujemy |a, b] =[1, 3] i f(z)=/1—(z—2)2. Wowczas

/ o —(ZL’—2)
f(x)——l_(x_Q)Q-

Zatem szukane pole jest réwne

/ (x-2)?

Obliczamy je wykonujac podstawienie t = x — 2:

; (z—2)2 ; 2 ; 1

-1 -1

1 1
dt + 8 -

1 1
=i [t g | g

Poniewaz pierwsza catka w ostatniej sumie jest réwna 0 jako catka z funkcji nieparzystej po
przedziale symetrycznym wzgledem zera®, kontynuujemy obliczanie drugiej catki'®
1

dt =8m-arcsint =8r - (arcsin 1 —arcsin(—1)) =87 - <7r - _W) =872,

2 2

1
87T'_/1\/1Tt2

t=—1
OdpowiedZ: Pole torusa jest réwne 872

Uwaga: Nieprzypadkowo pole torusa jest iloczynem dtugosci obracanego okregu przez droge za-
kreglana przy obrocie przez srodek (czyli $rodek ciezkosci) tego okregu (twierdzenie Pappusa-Gul-
dina).

o0

2" dx . . .

Niech C(n /x22+x11 T . Dla danego n podaj takie k #n, ze C(k)=C(n).
1171. n=2, k=18 1172. n=3, k=17
1173. n=5, k=15 1174. n=7, k=13

: T ade : : .
Niech C(n) :/73. Dla danego n podaj taka liczbe k #n, ze C(k)=C(n).
J (213 41)

1175. n=5, k=32 1176. n=7, k=30
1177. n=11, k=26 1178. n=13, k=24

9Poniewaz jest to calka niewlasciwa, trzeba udowodnié jej zbieznoéé, najlepiej korzystajac z kryterium
porbéwnawczego.
Druga catka tez jest niewtasciwa, ale tu akurat nie wplywa to na tok rachunkéw.
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1179. Podaj zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktorych
podana caltka niewtasciwa jest zbiezna.

\/$2P+CL’p VP 4 P
a’) / x6+x2 x? (2? 5)? / x7+x3 .T, (4’ 6)7
\/:1:2p—|—xp V x2p+a:1’
/ ¥4t dz, (6,7); / O 0.

0

1180. Podaj zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktérych
podana caltka niewtasciwa jest zbiezna.

7\/@ b) 7\/@

x2p+xp dx? (3/2’ 2)7

0
\/x6+x4 9. 3). FNaT+ 15 +x5
/+ dz, (2,3); /

1181. Podaj zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla ktérych
podana catka niewtasciwa jest zbiezna.

2p+mp T ox P
dr, (1,7/4); ———=dz, (3/2,2);
o0 x2p+xp s l’2p+1'p
o [T gr (2,9/4); Q[T g 0.
0/\/x11+:c6 ()/\/1'12+:L'7
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1182. Rozstrzygnaé, czy szereg

o0

§1<\3/n3—|—n—n>

jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (na réznice szesciandéw), a nastepnie wykonujemy

szacowanie, aby skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:

0 00
3\/ n3+n—n = n >
”gl( > ngl (n3+n)2/3+n'(n3+n)1/3+n2/
00 n o n |
P - . e
= (n3+7n2)"° +-n- (n34n3)"/* 4+ n2 PO I R A DD

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

1183. Rozstrzygnac, czy szereg

i:: ( n*+n— n)

jest zbiezny.

Rozwigzanie:

1
n

=-400.

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na réznice kwadratow, a nastepnie wykonujemy szacowanie, aby

skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:
(4 nt+n—n)= 3 n <
x )= o) (V)
0 1 &1
n Y — <+

<nz::1 (\/4 n4+0—|—n>-<vn4+0+n2) :Z.nzln

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.

1184. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

> (Vnr i1 P)

Rozwigzanie:

Przeksztatcimy dany w zadaniu szereg korzystajac ze wzoru na réznice szesciandéw, a nastepnie

skorzystamy z kryterium poréwnawczego:

= (Y E T 1
Vn?+1—Vn <
"gl< ) nzl (n2—|—1)2/3_|_n2/3 Y21+ ni/s
< Lot L
\”gl ”2+O)2/3 n2/3-\3/n2+0+n4/3 3 o ni/3 o0

bo 4/3> 1.

Odpowiedz: Dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.
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1185. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregu
< (3n)!
2 287 (n!)3

n=1
Rozwigzanie:
W rozwigzaniu skorzystamy z kryterium d’Alemberta.
W tym celu przeksztatcimy iloraz kolejnych wyrazéw szeregu, przejdziemy z nim do granicy
przy n — o0, a nastepnie poroOwnamy otrzymang granice z liczba 1:
(3n+3)! 28" (n!)*  (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 27 ]
® (D)’ Gl s (at1p 28

skad wynika, ze dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.

1186. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

> n!-18"
AR
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego w zadaniu szeregu:
3n+3 el ET L 3n+3)! n n -
(i) - (e )t mba8 e () - (n 1)
B 18 B 18 18 8 2,(6) <1
= (Bnr1)-(3n+2)-(3n+3) 1\"  (3n+1)-(3n+2)3 e 2., T o, )
(n+1)-2n+1)-(2n+2) (1 + E) (n+D)-(2n+1)2 (1 + E) T 3e ¢

skad na mocy kryterium d’Alemberta wynika zbieznosé szeregu.
Skorzystali$émy przy tym z nier6wnosci e>2, (6), ktéra wynika albo z zapamietanego rozwiniecia
dziesietnego e =2,7..., albo ze wzoru'!

<01 301 1 1 8
e=> —>> —=1+14+-_+—-=—.
kT 2k 276 3
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
o0
11 Co prawda jeszcze o wzorze e = Z 2l nie méwiliSmy, ale jak ktos go zna, to moze w razie potrzeby zastosowac.
k=0 "
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1187. Rozstrzygnaé, czy szereg
oy ()
&
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium poréwnawczego a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

/7n+ 2n /0+ 2n

I

nlgn
(2::12)‘371 B (2n+2)..(n.)2 _(2n+1)-(2n+2)_}%>1
3ntl (2:)_3-((n+1)!)2-(2n)!_ 3-(n+1)2 377

oo (21
a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg ( ) jest rozbiezny, a stad na mocy kryterium

n=1
()
porownawczego rozbiezny jest takze szereg 7;1 EEETTE—
Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
1188. Rozstrzygnac zbieznos$¢ szeregu
i (n4+1)"
a1 27
Rozwigzanie:
Oznaczmy a,, = (;j_;n i zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci szeregu i -
. n=1

Otrzymujemy
ol (n+1)""  (n+ 1)’
2n2 . nn3 - on . nn2

Vay, = =b,.

Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy ponownie
kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciagu (b,). Otrzymujemy

n—i—l " (n4+1)" 1 I\" e
b, = - = (14+-) 5S>1.
2mn 2 ( + n> 9
Z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) wynika wiec, ze

lim b, =+o00.

n—oo
Wobec tego
nh_)l’Iolo Ya, = hm b,=40c0>1,
oo
skad na podstawie kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu Y _ a,, wnioskujemy, ze szereg
n=1

ten jest rozbiezny.
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1189. Podaj w postaci przedzialu zbior wszystkich wartosci parametru p, dla ktorych podany
szereg jest zbiezny.

o) 1 0 n
a) EW, (2, oo) b) ;W, (6, oo)

00 n2 o) n3
C) T;w, (12, OO) d) nglm, <20, OO)

1190. Dowies¢, ze jezeli szereg § a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1
> Vo
n=1 T

tez jest zbiezny.
Wikazéwka: Zastosowaé nieréwnos¢ miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng do liczb a,,

1
oraz —.
n2
Rozwigzanie:
Z nieréwnosci miedzy srednig geometryczna i arytmetyczng otrzymujemy
1 a, + %
STy
czyli
N an, ap 1
yon o~ T
n 2 2n?
Poniewaz wiemy, ze
> 1
Z ) < 400 s
n=11
a z zatozen zadania -
> a, < +oo,
n=1

dostajemy nierownosci

Lista 16R - 367 - Strony 341-377



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1191. Dane sg takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze

> a,=1 oraz > b,=9.
n=1 n=1

Udowodni¢ jedng z ponizszych nieréwnoéci'

\/7 (wersja tatwiejsza)
OO_
Z \/7 (wersja trudniejsza)

Wskazéwka: Skorzystaé¢ z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczna.
Rozwigzanie:

7, nieréwnoéci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczna liczb a,, i b, otrzymujemy

Vb, < an—;—bn .

Stad

s > (a, b s 1 & 19
nbn< 42 == n T 5" bn:* *:5a

2. o \Z(2+2> ?,n:f“%ng1 S

co konczy rozwigzanie tatwiejszej wersji zadania.

Z nieré6wnoéci miedzy Srednia geometryczna i arytmetyczng liczb 9a,, i b, otrzymujemy

\/ 9anbn<9an;bnu
\/an-bn<9an;bn.

glr Z<3an bn) iaqﬂr Zb 2 3,

czyli

Stad

co konczy rozwiazanie trudniejszej wersji zadania.

1192. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

o~ 6 o= 13
> a,=1 oraz > by =1.
n=1 n=1

Dowies¢, ze
> ayb; <1.

n=1
Rozwigzanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna dla trzech liczb a8, b3 1 b2
otrzymujemy
s b2+ b3 1 1+1+1
=5 Yabbis < ZGJF - (Z +Zb3+Zb3> et
= n=1 n=1 n=1
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1193. Dany jest taki szereg zbiezny § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

oo [e.e]

S a, <8 oraz Y a)<64

n=1 n=1
Dowiedc, ze

o
S al<C
=1

gdzie C' =27 (wersja tatwiejsza) lub C' =16 (wersja trudniejsza).
Rozwigzanie:

Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednig geometryczna i arytmetyczna otrzymujemy

an—l—an—l—aﬁ
D D

8+8+64 80 81

1 o0 o0

— n _ = —:2

3@ +§a+2) . D o
oraz

00 o0 o 38 o Sy, - 4 o) 4
Zaizz Srnanaflzz v/8a 4a an< 8an+38‘a:—|—an:

n=1

64+64+64 192

1

n=1 n=1 n=1

1194. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

o 6 o 13

> a,=8 oraz > by=1.

n=1 n=1
Dowies¢, ze

[e.e]
S a2 2.
n=1

Rozwigzanie:

Korzystajac z nier6wnosci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna dla 3 liczb a8, 802 1 853

otrzymujemy
S 1 & 1 > a, +863+8b3
272 3
a‘bt =~ vab -8b3 -8b3 < — -~ 2 7

n=1

8+8—|—8

1 x [o@)
:2.<Zag+8-zb3+8.zb> —9.
n=1 n=1 n=1
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1217. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
i (=)™ (2n—1)-(2n+1)
(B3n—1)-(3n+2)-(3n+5)

n=1

Rozwigzanie:

Aby udowodni¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium Leibniza o
szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
1 1\ 1
. (2n—1)-(2n+1) (2= 2+
lim = lim = =
n—= (3n—1)-(3n+2)-(3n+5) n—oe (3_l> . (3_1_%) . (3+%> 3.3.3

n

0.

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodni¢, powinnismy wykazac, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n—1)-(2n+1) - (2n+1)-(2n+3)
(3n—1)-(3n+2)-(3n+5)~ (3n+2)-(3n+5)-(3n+8)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
2n—1 S 2n+3
3n—1" 3n+8’
(2n—1)-(3n+8) > (2n+3)-(3n—1),

6n°+13n—8>6n°+7n—3,
6n>=>5,

skad wynika, ze dowodzona nieréwno$é jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tredci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o sze-
regach naprzemiennych.

1218. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
(~1)"n

nz::l n?+2
Rozwigzanie:

Aby udowodni¢ zbieznos¢ szeregu danego w treéci zadania, skorzystamy z kryterium Leibniza o
szeregach naprzemiennych, ktore wymaga spelnienia nastepujacych trzech warunkéow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Spelnienie tego warunku jest oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
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Sprawdzamy to nastepujaco:

1
n n 0

pu— :O.
42 1+2% 140

3° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W celu udowodnienia tego warunku udowodnimy nieréwnosc¢

n n—+1

>
n2+2" (n+1)242’
ktora jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom:

n~(n2+2n+3> > (n+1)-(n2+2)
nd+2n2+3n>n+n? +2n+2,

n*+n>2,
co jest spetnione dla kazdego n > 1.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o sze-
regach naprzemiennych.

1219. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu

Z (=)™ n-(n+1)-(n+2)
0 (Bn+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10)

Rozwigzanie:

Aby udowodni¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium Leibniza o
szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera
Sprawdzamy to nastepujaco:
n-(n+1)-(n+2)
m =
n—= (3n+4+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10)
. 1-(1—|—1) (1+ ) 1 _1.1.1.0_0
P ) (o) (30 (30 ) 3338

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodni¢, powinnismy wykazac, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

n-(n+1)-(n+2) - (n+1)-(n+2)-(n+3)
(3n+1)-(3n+4)-(3n+7)-3n+10) = (3n+4)-(3n+7)-(3n+10)-(3n+13)’
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co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom
n n+3
3n+1" 3n+13’
n-(3n+13)> (n+3)-(3n+1),

>
3n?+13n>3n’+10n+3,

V

L

w
S

3
Vv
= w

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o sze-
regach naprzemiennych.

1220. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
$ (v
= n+100 °

Rozwigzanie:

Sprobujemy udowodni¢ zbiezno$é danego szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych.
Aby to udowodni¢, musimy zweryfikowaé prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.

Sprawdzamy to nastepujaco:
1
7 O
lim = lim \COO = =

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnidémy wykazaé, ze dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

NG L Vit 1
n—+ 100 n+101"
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

Vi (n+101) > vn+1-(n+100),
n-(n4+101)? > (n+1)-(n+100)?,
n-(n®+202n+410201) > (n+1)- (n® +200n+10000) ,
n? +202n? +10201n > n® +201n? + 102007 + 10000,
n?+n > 10000,
n-(n+1)>100-100,

(%)
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skad wynika, ze nieréwnos'é (%) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 100.

(=D)"-/n
Zatem szere -
’ gn%o n+100

wobec czego jest zbiezny.
Poniewaz zbieZnoéé szeregu nie zalezy od zmiany lub pominigcia skonczenie wielu wyrazow,

(=1)"-vn .

1100 jest zbiezny.

spetnia warunki kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych,

takze szereg Z

n=1

1221. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu

> ((—1)"- (Vari-va)).

n=1
Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w treéci zadania, skorzystamy z kryterium Leibniza o
szeregach naprzemiennych, ktore wymaga spetnienia nastepujacych trzech warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Warunki te staja sie oczywiste po zapisaniu wartoéci bezwzglednych wyrazéw szeregu w innej
postaci:

1
Vn+l—y/n= NoEs v

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o sze-
regach naprzemiennych.

1222. Wiedzac, ze
n+1

i(_> =In2,

obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicznego, w ktorej na przemian wystepuje 100 wyrazow
dodatnich i jeden ujemny:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
1737109 27201 T203 T 300 4201 403" 509 6
1 1 1 1 1 1 11 1
601 603 T 700 8 801 Ts03 T 999 10 1001 T 1003
Rozwigzanie:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbiezno$¢ (i sume) mozna zbadaé rozwazajac tylko
co 101-sza sume czesciowa. Otrzymujmy
100n  1q n 2n ( 1)z+1 100n

1
U Y T R L TP R R

i=1 izn1 2i—1
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= (-1
Skoro wiemy, ze »  ~———

n=1

=In 2, definicja zbieznosci szeregu daje

_1 i+1
( ) =In2.

i, Z

Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2x) otrzymujemy
100

100n 1 . 1 100n 1 1 100n 2—1/2
Jim D o=l e S W_”%On > f( > /f(ilﬁ)dw:

i=nr1 40— L TN o i=n+1 1

100
Wz In ||

_%2

B In100 In1 _ln 100

_h —1n10.
2 2 2 n 10

r=1
Ostatecznie

2n (—1)itl 100
lim Sip1, = lim (Z ) =In2+In10=1In20.
n—00 n—o0 i1 7 i1 21—1

Odpowiedz: Suma danego szeregu jest réwna In 20 ~ 2,9957.

1223. Rozstrzygnaé zbiezno$¢ szeregu
g ()
n=1 (n)
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie udzieli¢
odpowiedzi.
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

n2'<2n)”. n2 n_(2n>' n
,ila n n _CL n n —b

(nh)n n! "
Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,):
bn+1_an+1.<2::12>-(n+1)”+1‘ n! _a-(2n+1)-(2n+2)-(n+1).<n+1>”_
by (n+1)! a”-(2:)-n”_ (n+1)2-(n+1) n B
_a(@ntD)-2 <1+1>n_>4ea
(n+1) n

przy n— oo.
Jezeli de-a <1, czyli a < 1/4e, to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciggu
(b,) wnioskujemy, ze
nh—>I£lo b,=0<1,
wobec czego w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu danego w tredci zadania
wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.
Jezeli zas 4de-a > 1, czyli a > 1/4e, to nhl& b, =+o0 > 1, skad wynika, ze szereg jest rozbiezny.

Odpowiedz:
1 1
Dany szereg jest zbiezny dla liczb dodatnich a < o a rozbiezny dla a > o
e e
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1224. Wsréd ponizszych szesciu szeregébw wskaz szereg zbiezny, a nastepnie udowodnij jego
zbieznos¢. Jesli potrafisz, oblicz jego sume.

< (—1)"(n?41) < (=1)"(3n?+1) = (=1)"(2n—1)
(D) Z%W (E) El TTn—1 (F) Em
Rozwigzanie:

Szeregiem zbieznym jest szereg (C).
Aby to udowodnié, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwosé trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

oo 2n—1 . 21 0-0
lim = lim %= ——=0.
n=sop2p nese 141 T 140

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosngcy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodni¢, powinnismy wykazaé, ze dla dowolnej

liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
2n—1 2n+1

n(n+1)~ (n+1)(n+2)’

czyli
2n—1 S 2n+1

n o~ n+2

co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

(2n—1)(n+2)> (2n+1)n
2n* +3n—2>2n+n
2n>2
n>=1,

a to jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.
Zatem na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych szereg (C) jest zbiezny.

W celu obliczenia sumy szeregu (C) rozktadamy jego wyrazy na utamki proste:
2n—1  2n-—1 _A+ B
n24+n  n(n+1) n n+l
2n—1=A(n+1)+Bn
2n—1=An+ A+ Bn

2=A+B, —1=A
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A=— B=3.

Y

Wykorzystujemy otrzymany rozktad do roztozenia szeregu na sume dwoch szeregdéw przypomi-
najacych szereg anharmoniczny.

$EED_E (SO I S U 2

n2+n n n+1 - n

n=1 n=1 n=1

W drugim szeregu zmieniamy numeracje podstawiajac k =n+1

& 1)’"°+1Jr3 Z 1)’“ ' i 1)"+1+3.((§(_1F>_1>:41n2—3.

n=1 n=1 k=1
W ostatniej réwnosci skorzystahsmy ze znajomosci sumy szeregu anharmonicznego:
= (1)

>

n=1

=In2.

Odpowiedz: Suma szeregu (C) jest réwna 41n 2 — 3.

W kazdym z czterech kolejnych zadan udziel siedmiu niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny, a przy tym szereg spelniajacy podany warunek istnieje)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi byé¢ rozbiezny, a przy tym szereg spekliajacy podany warunek
istnieje)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem rozbiezny)
X - nie istnieje szereg spetniajacy podany warunek
oo
Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu > a,, jezeli wiadomo, ze jego wyrazy sa rézne
n=1
od zera, a ponadto ciag jego wyrazéw (a,) spelia podany warunek

1225. hm an, = g, gdzie
a)g——3R b) g=—1R c) g=—1/3R
d) g=0N e)g=1/3R f)g=1R g) g=3R

1226. lim ! — g edzie

a)g=—-3R b) g=—1N c)g=-1/37Z
d)g=02Z e)g=1/3Z f)g=1N g) g=3 R
1227. lim =g, gdzie

a)g=-37Z b) g=—1N c) g=—1/3R
d)g=0R e) g=1/3 R f) g=1N g) g=37Z
1228. nlg& ntl =g, gdzie

a)g=-3X b) g=—-1X c)g=-1/3X
d) g=0%Z e)g=1/3Z f) g=1N g) g=3R

Lista 16R - 376 - Strony 341-377



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1229. Podaj w postaci przedziatu lub uporzadkowanej sumy przedziatéw zbiér wszystkich
wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktérych podany szereg liczbowy jest zbiezny.

a) ij: (p2—3)n jest zbiezny < pe <—2, —\/5) U (\/5, 2)

= (P*=5)"

b) T jest zbiezny << pe (—\/6, —2] U [2, \/6)
c) i_o: (ﬁ;g)” jest zbiezny & p€e (—3, —\/ﬂ U [\/7, 3)
d) iw jest zbiezny << pe [—\/_1 —3] [3 \/_}

1230. W kazdym z ponizszych 16 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, N:

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem rozbiezny)

o o0
Wiadomo, ze szereg Y a, jest zbiezny, szereg > b, jest rozbiezny, ciag (c,) jest zbiezny, ciag
n=1 n=1
(dy,) jest rozbiezny. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci

a) ciagu (a,) Z b) szeregu ni::lcn N
c) ciagu (b,) N d) szeregu ni::l d, R
e) ciagu (a,+b,) N f) szeregu ;31 (a,+b,) R
g) ciagu (¢, +d,) R h) szeregu 21 (cn+d,) R
i) ciagu (an,+c,) Z j) szeregu g(an—i-cn) N
k) ciagu (a,+d,) R 1) szeregu i(an—i-dn) R
m) ciagu (b, +¢,) N n) szeregu g(bnqtcn) N
o) ciagu (b,+d,) N p) szeregu ni::l (b, +d,) N
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