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1259. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu pot@gowego

® (4n)!- 2
. 1
n; 2n)!-nl-nn (1)
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem
x #0.
Otrzymujemy

(An+4)!- 22 (2n)!-n!-n"

2n+2)!- (n+1)!- (n4+ 1)+ (4n)! 22"

_ (4n+1)-(4n+2)-(4n+3)- (4n+4) - 2? _)64-x2
C(@2n+1)-(2n+2)- (n+1)- (2£2)" (n+1) e

przy n — oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow
64 - 22

szeregu (1) réwnej

- x? e
<1, czyli |z| < \é_, to szereg (1) jest zbiezny.
2
SRS 1, czyli |z| > \g— to szereg (1) jest rozbiezny.

Jezeli

Jezeli zas

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci

s

1260. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
o0 (%f) -(2n)!- i

D

n=1

(2)

n!-n"
Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (2) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem

x #0.

Otrzymujemy
(2:j12) . (2n+ 2)' . l.4TL+4 ‘ n| . nn _
(n+1D)!- (n+1)+1 (2:)_(271)].93471
(hi?) @nt1)-@nt2)-faf* _

Coy - (=" (1)
_2-(2n+1) 2-(2n+1) 4 xt

T
n+1 n+1 '(Lﬂ)”_}m’?'
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Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow
4

szeregu (2) réwnej 16- .
e
4 4
Jezeli 16- - < 1, czyli |z| < \gé7 to szereg (2) jest zbiezny.
e

4 4
Jeeli za$ 16- > 1, czyli |z| > \éé, to szereg (2) jest rozbiezny.
e

oIS
[N

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (2) jest réwny

. Ve

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci ——

1261. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

n_ (2n\3 , 5n
[e.e] n .( > T
nZ::l n!-2n ()
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (3) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem
x #0.
Otrzymujemy
3 n
e ) (| [ (52) ()|
(n+1)!-2n+1 nn_(Qn)?’,xsn (n+1)-2 <2n>3
nt+1\" |15 3 3
|T 2 1)°-(2n+2
(52" s s

T2 (1P (nt1)?

przy n— oo.
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow
szeregu (3) rownej 32e-|z|°.

Jezeli 32e-|z|°> < 1, czyli |z <5 \/_ to szereg (3) jest zbiezny.

Jezeli zaé 32e-|z|° > 1, czyli || > 5 \/_ to szereg (3) jest rozbiezny.
1

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (3) jest réwny 5

Qlw"
Q)

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 5

1262. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
3
o0 wn

Rozwigzanie:
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Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci danego szeregu. Otrzymujemy
an
(nl)"
Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy kryterium

d’Alemberta, tym razem do ciggu (b,). Otrzymujemy
|21

2
n
n _

n -

n!

bn+1
b, n+1
Jezeli nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy c¢, przy n — oo, stosujemy ponownie
kryterium d’Alemberta, tym razem do ciggu (c,). Otrzymujemy
Gt _ o AL
C, n+2

n -

przy n— oo.

Jezeli |z| <1, czyli 22 < 1, to z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (c,) wynika, ze
lim ¢, =0<1.

Z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) wynika, ze nlLHolo b, =0 < 1. Takze dla

x==1 otrzymujemy lim b, = lim 1= 0<1.
n—oo n—oo n
Wobec tego z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do danego szeregu potegowego wynika, ze

jest on zbiezny.

Jezeli |z| > 1, czyli 22 > 1, to z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (c,) wynika, ze
nhl& Cp =400 >1.

Z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) wynika, ze nh—%lo b, =+o00>1.

Wobec tego z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do danego szeregu potegowego wynika, ze

jest on rozbiezny.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest [—1, 1].

1263. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< 2™ (2n)!- (8n)!-xP"

>

> (4)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni i skon-
czony.

n!.npr

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (4) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem

x #0.
Otrzymujemy
2L (2n+2)!- (8n+8)! - xPm P n!-nPm B

(n+1)l-(n+1pnte " 2n(2n)L- (Sn)l-amm |
2-2n+1)-(2n+2)-Bn+1)-(8n+2)- (8n+3)-...- (8n+8) - |z|P _
(n+1)-(52)" - (n+ 1
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32 (2n+1)-(8n+1)- (8n+2)-(8n+3) .- (8n+7) o [al?
17 (COR

n

przy n— o0, o ile p—1=38, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego iloczynu ma
granice rzeczywista dodatnig.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow

9
szeregu (4) réwnej 227'% dla p=9.
e

9
Jezeli 227 |x— <1, czyli |z| < g, to szereg (4) jest zbiezny.
ed
9
x
Jezeli zas 277 |— > 1, ezyli |z| > § to szereg (4) jest rozbiezny.
e’

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (4) jest réwny 3

e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p =9 promien zbieznosci —

1264. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

>

4
n" .

(5)

Rozwigzanie:

Oznaczmy n-ty wyraz szeregu (5) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem x przez a, i
zastosujmy do niego kryterium Cauchy’ego. Otrzymujemy
= =b,.

W (n!)*

W celu obliczenia granicy ciagu (b,,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu. Otrzymu-
jemy

Anntoant | et |

(nh)?

nn3 |l’|n3 nn2_|x|n2
(n!)n?

=c,.

W celu obliczenia granicy ciagu (c,,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu. Otrzymu-
jemy 2 2 n |y

Ven =\ = =d,.
Ven (nh)n n! "

W celu obliczenia granicy ciagu (d,) w przypadku x # 0 stosujemy kryterium d’Alemberta do
tego ciagu. Otrzymujemy
A1 _ (R Jz[H ol n+1
- e e 111 —elal
d, (n+1)! n"- |zl

przy n — o0.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow
ciagu (d,) réwnej e-|x|.

Jezeli e-|x| <1, czyli |z| < 1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta
nhl& d,=0<1,
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skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (¢,) mamy
nhﬂrgo c,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,,) dostajemy
7L1Ln010 b,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (5) wnioskujemy, ze szereg ten jest
zbiezny.
Jezeli zas e- |x| > 1, czyli |x| > 1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta

lim d, =40c0>1,

n—oo

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (¢,) mamy

lim ¢, =40c0o>1,

n—oo

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) dostajemy

lim b, = +00 > 1,

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (5) wnioskujemy, ze szereg ten jest
rozbiezny.
Zatem promien zbieznosci szeregu potegowego (5) jest rowny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promieri zbieznosci 1/e.

1265. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
> (2n)!-(4n)!-aP

>

> (6)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni i skon-
czony.

n!l-npn

Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (6) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem

x #£0.
Otrzymujemy
(2n+2)!- (dn+4)! PP n!-nPm
(n+1)!-(n+1)pnte (2n)!-(4n)!-aom|
(2n—|—1)-(2n+2)-(4n+1)-(4n+2)-(4n+3)-(4n+4)-|:p|p:
(n+1).<nT+1>P”,(n+1)p

8-(2n+1)-(dn+1)-(4n+2)-(4n+3) e Jaf?

1y 0y e

przy n— o0, o ile p—1=4, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego iloczynu ma
granice rzeczywista dodatnig.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow

5
szeregu (6) réwnej 210 @ dla p=5.
e
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5
Jezeli 21°. ﬂ <1, czyli |z| < Z, to szereg (6) jest zbiezny.
ed

Jezeli zas 2'°. JzI* > 1, czyli |z| > 1 to szereg (6) jest rozbiezny.
e’

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (6) jest rowny T

e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p =15 promien zbieznosci 1

1266. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
© \/n- 647 3"
on—+7

n=1
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako szereg licz-

bowy z parametrem x # 0.
1 Sn+T7
_ 8|zl nt 8|z
n on+12

Otrzymujemy
(n+1)-64nt1. 233 547

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych wyrazow

danego szeregu potegowego réwnej 8- |z|3.

5n4+12 .\/n-64”-x3”

przy n — o0.

Jezeli 8-|z|* <1, czyli |z < 1/2, to szereg jest zbiezny.
Jezeli zaé 8-|z|® > 1, czyli |x| > 1/2, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 1/2.
Dla z =1/2 otrzymujemy szereg, ktory na mocy kryterium poréwnawczego jest rozbiezny:

Z 5n+7 Z 5n+7n_ﬁ.n:1%:+oo'

Dla x = —1/2 otrzymujemy szereg
oy 5n + 7

ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé prawdziwo$¢ trzech zalozen tego kryterium.

Y

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

Sprawdzamy to nastepujaco:
0

li li =—=0.
n=oo 5+ 7 nggo5+% 5+0

S
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3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnidémy wykazaé, ze dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

Vi Vil
5n + 7 Sn+127
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

V- (5n+12) > vVn+1-(5n+7),
n-(5n+12)° > (n+1)-(5n+7)?,
n- (250 +120n+144) > (n+1)- (250 +70n+49)
2513 4 120n2 + 144n > 2503 4+95n% + 1190+ 49 ,
25n2 + 251> 49 |

skad wynika, ze dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla z = —1/2 na mocy kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1/2, 1/2).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie wydaje sie
specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie nastepujace rozwiazanie:
e Jakim$ sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest rowny 1/2.
e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwiazaniu, ze szereg jest rozbiezny dla z =1/2 i zbiezny
dla x=—-1/2.
e Przedstawiamy rozumowanie, z ktorego wynika, ze jesli szereg potegowy jest rozbiezny dla x=1/2
i zbiezny dla = —1/2, to jego promien zbieznosci jest réwny 1/2.

1267. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
< (bn+2)"-z"

n; (Tn+3)"
Jesli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci.
Rozwigzanie:

Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbiezno$ci danego w zadaniu szeregu traktowanego
jako szereg liczbowy z parametrem z. Otrzymujemy

,ﬂ (5n+2)"-an| _ (5n+2)-a| _ 5-|z|

(Tn+3)" Tn+3 7
5|z . 7 : : .
7 <1, cezyli |z| < 5 to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

5- ]
7

Jezeli

7
Jezeli za$ > 1, ezyli |z| > R to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest rowny £
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Pozostaje rozstrzygnaé zbieznosé szeregu na koncach przedziatu zbieznosci, czyli dla x ==+7/5.
W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych wyrazow szeregu:

‘(5n+2)”-$”_(5n+2)”'7”_(35”+14)n_< ! )":

(Tn+3)" |~ (Tn+3)"-5*  (35n+15)" \ 35n+15

1 35n+15\ 3niis /95 1
—((1-—" ) A
(( 35n+15> = () e

Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazow szeregu daza do liczby réznej od zera, szereg jest
rozbiezny.

Odpowiedz:
Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedzial (—7/5, 7/5).

1268. Niech f:R — R bedzie funkcjg zdefiniowang wzorem

fla)=22¢" .

Obliczy¢ f*)(0) dla k=50, 51, 52, ..., 60.

Rozwigzanie:
Ze wzoru!
o0 :ETL
x
ef=) —
>
n=0 "%
wynika
o7 00 x?n
e =) —
n=0 T
i w konsekwencji
00 x7n+22

fla)=a®e" =3
n=0

Zapisalismy wiec funkcje f w postaci sumy szeregu potegowego zbieznego na catej prostej. Ze
wspotezynnikéw tego szeregu mozna odczytaé pochodne funkcji f w zerze, a doktadniej: jesli w
szeregu wystepuje wyraz azz®, to

n

FE0)=k!ay .

Interesujace nas niezerowe wyrazy szeregu potegowego odpowiadaja n =4, k=50 oraz n=>5,

k=5T7.

Wobec tego
50!
(50) (1) —
57!
(57) —
oraz
F¥(0)=0

dla pozostatych k wymienionych w tresci zadania.

1Jedli czujesz sie niepewnie patrzac na wzory ze znakiem Y, rozpisz sobie kazda z sum "z kropeczkami”, aby
wyraznie widzie¢, jakie sktadniki zawiera.
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1269. Niech f:R — R bedzie funkcjg ciggly zdefiniowang dla x # 0 wzorem

2020
e’ — ZO%
J— n=
f(z) 22021
Obliczy¢ f(0) oraz f'(0).
Rozwigzanie:
Ze wzoru o m
=y
n=0 n!
wynika
2020 .1 o0 n

i w konsekwencji
n—2021 oo "

f@)=—me = 2 o = X aon) (n+2021)!°

Dla x#£0 zapisaliSmy wiec funkcje f w postaci sumy szeregu potegowego zbieznego na catej prostej,
a poniewaz zarowno funkcja f jak i suma powyzszego szeregu potegowego sa funkcjami ciagltymi,
rownos¢ zachodzi takze dla x =0.

Wobec tego?

1
f(()) 2021!
OI'aZ3
I —
2022!

1270. Obliczy¢ sume
> n
p
Wskazéwka: Obliczy¢ sume szeregu potegowego
> nax”.
n=1

W tym celu zastanowi¢ sig, jakiego prostego szeregu pochodng jest ten szereg lub szereg bardzo
do niego zblizony.

Rozwigzanie:
Po obustronnym zrézniczkowaniu wzoru®
& 1
Satm
n=0 -z

2Uwzgledniajac wyraz ostatniego szeregu odpowiadajacy n = 0.
3Uwzgledniajac pochodng wyrazu odpowiadajacego n=1.
YWzér ten jest prawdziwy dla x € (—1, 1).
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otrzymujemy®
i nx" = !
n=1 (1 - I)Q 7

skad po obustronnym wymnozeniu przez x dostajemy
x

2=y

Podstawienie x =1/2 daje po lewej stronie szereg liczbowy z tresci zadania, a prawa strona jest
rowna 2.

Odpowiedz: Szereg liczbowy podany w tresci zadania ma sume 2.

W ponizszym zadaniu masz podany szkielet rozwigzania. Twoje zadanie to uzu-
pelni¢ brakujace fragmenty w miejscu kropek.

1271. Obliczy¢ sume szeregu

n

pog

03N + 1
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f dana wzorem
00 $3n+1
= ) 1
f@=3% 5 (1

Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego definiujacego funkcje f jest przedziat [—1,1). Na tym
przedziale funkcja f jest ciagta, a we wnetrzu tego przedziatu mozemy rozniczkowaé szereg pote-
gowy wyraz za wyrazem. Tak wiec we WthI‘ZU przedziatu zbieznosci funkcji f mamy
3n_ 1

Z * 1—a3"
Zatem funkcja f jest funkcja pierwotna powyzszej funkcji i do znalezienia wzoru definiujacego
funkcje f bez szeregu potegowego wystarczy obliczy¢ catke [ f'(x)dx

Korzystajac ze wzoru

ar’+br+c
/761.7):
1—a3
:(C_b)ﬁ . <1+2x>_(b+c)1n\1—x|+(b+c)1n(a;2+x+1)_a1n|1—x3\+0
3 V3 3 6 3
dla a=0, b=0, c=1 otrzymujemy

1+2 In |1— In (22 1

%’)Z/f’(flf)dfl:\f-arctg( J\;;)— n‘3 ol Il EIJF e) (2)

W celu dobrania odpowiedniej stalej catkowania C' poréwnujemy wzory (1) i (2) dla x=0. Zgodnie
ze wzorem (1)

5Sktadnik odpowiadajacy n=0 jest zerowy, wiec go pomijamy.
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natomiast wzér (2) daje

Inl Inl
f(O)zﬁarctg(l/ﬂ)—L+L+C:@+C.
3 3 6 18
Stad
V3T
C="15

1 ostatecznie

flx)= @ -arctg

(1—1—2;17) In|1-—z +ln (22 +2+1) 37

3 V3 a

3 6 18

(3)

Przyjmujac x = —1 we wzorze (1) otrzymujemy dany w zadaniu szereg liczbowy jako réwny

—f(=1). Z drugiej strony wzor (3) daje

3 In2 Inl 3 3m In2 3 3 In 2
3 3 6 18 18 3 18 9 3
3 In2
Odpowiedz: Suma danego w zadaniu szeregu liczbowego jest réwna \/Q_W + %
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