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Kolokwium " nr 8: pitek 12.06.2026, godz. 8:15-9:45, materiat zad. 7S6—848 i 889-1280.
Kolokwium2 nr 9: piatek 12.06.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. T86—848 i 889-1369.
Kolokwium® nr 10: piatek 12.06.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. 786—848 i 889-1430.

Zadania do oméwienia* na éwiczeniach 26.05, 2 i 9.06.2026
oraz wykladzie 10-11.06.2026.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami
Ciagi i szeregi funkcyjne’.
Podsumowanie najwazniejszych wiadomosci

0 normie supremum i zbiezno$ci jednostajnej:

Norma supremum funkcji f nazywamy liczbe
If]l = sup | f(z)].
JPEDf

Definicja zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspélnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostajnie do fun-
kcji f okredlonej na tej samej dziedzinie, co zapisujemy jako f, = f, jezeli

Tim [|fu— £ =0.
Jezeli ciag (f,,) funkcji ciagltych jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, to f jest funkcja ciagla.

Jezeli ciag (f,,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, a ciag
pochodnych (f!) jest zbiezny jednostajnie do funkcji g, to funkcja f jest rézniczkowalna i przy

tym f'=g.
Szereg funkcyjny % fn 0 wyrazach bedacych funkcjami okre$lonymi na wspolnej dziedzinie,
n=1
nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli ciag sum czesciowych (S,,) okreslony wzorem
k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregow liczbowych, granice ciggu sum czescio-
wych nazywamy sumg szeregu.

Jezeli 30 | full < 400, to szereg funkeyjny » fn jest zbiezny jednostajnie.
n=1 n=1
Jezeli || ]| 0, to szereg funkcyjny % fn nie jest zbiezny jednostajnie.
n=1

Jezeli szereg funkcyjny § fn 0 wyrazach bedacych funkcjami ciggtymi, jest zbiezny jednostaj-
n=1

nie, to jego suma jest funkc}@ ciagty.

IDla 0séb walczacych o zaliczenie.

2Dla majacych zapewnione zaliczenie, ale bez rewelacji.
3Tylko dla ortéw.

4Zadania podobne do wczeéniejszych beda pominiete.
5Do oméwienia na éwiczeniach 26.05.2026.
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Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego § fn maja ciaglte pochodne, a szereg
n=1

§ fl tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu % fn jest funkcja rézniczkowalng oraz
n=1 n=1

(5r) -5

Analogicznie w przypadku pochodnych wyzszych rzedéw.

Obliczy¢ norme supremum funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem na podanej dziedzinie.
1 1

1281. f(x)= 5. D;=R 1282. f(a)= 5. D;=R
1283. f(x)=2? D;=(-1,2) 1284. f(x) =12 D;=(—4,3)
1285. f(x)=arctg z, D;=R 1286. f(x)=arctg sinz, D;=R
1287. f(z)=sinxz+cosz, D;=R 1288. f(z)=sinz+v3-cosz, D;=R
1289. f(x)=2°—z, D;=(-1,1) 1290. f(x):ftzdjt’ D;=(1, +0)

1

Oszacowaé od gory (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum funkcji f zdefinio-

wanej podanym wzorem na podanej dziedzinie®.

7ot 41122 +13 112* — 722 +13
1291. = D;=R 1292. = D;,=R
M= yays D M) =gt g y5 - U
2% + 57 487 rodt
1293. =—— D;=R 1294. = D;=(0
f@) = G g D f() 0/t4+1, 7= (0, +00)
Fsintdt > sin n3x?
1295. = Dy=(0 1296. = D;=R
/() 0/t2+1’ 7= (0, +o0) f@ =35 D
1297. Dowies¢, ze szereg
> sinnx
Sl

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciagta.

1298. Dowies¢, ze szereg
X cosSnx

>

i n3+8

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rozniczkowalna i ma ciggly pochodna.

1299. Dowies¢, ze szereg
> sin2"x

2

2
n=1 < n >
Wskazéwka do niektérych zadan:
Oszacuj podane wyrazenie osobno w przypadkach || <11 |z|>1

Lista 18 - 129 - Strony 128-148



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja pieciokrotnie rézniczkowalng i ma ciagte pochodne do rzedu
piatego wlacznie.

1300. Dowies¢, ze szereg
> sinnx

>

n=1 3n+ 1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majaca ciaggte pochodne wszystkich rzedow.

1301. Dowies¢, ze szereg
< n?.sinnx 4 cosn’z

o n®+88

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja trzykrotnie rézniczkowalng i ma ciaggte pochodne do rzedu
trzeciego wlacznie.

1302. Dowies¢, ze szereg

> gin n2020x

P

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majaca cigglte pochodne wszystkich rzedow.

1303. W kazdym z zadan 1303.1-1303.25 podaj norme supremum funkcji f o podanym
wzorze i dziedzinie.

1303.1. f(z)="Tsinz, Dr=R, |fll= o

1303.2. f(z)=Tsinz—3, Dr=R, |fll= oo

1303.3. f(z)=Tsin®z—3, D;=R, |[fll= oo

1303.4. f(z)=Tsin®z—3, D;=R, ||fll= 00 iii

1303.5. f(x)=log,x—2, Dp=(4,8), |fl= - ...

1303.6. f(z)=1ogyz—2, Dr=(232), [fI= «evreemeeeee e

1303.7. f(x)=(logyx)’—6, Dy=(4,4), |[Ifll= oo

1303.8. f(z)=(logyx)’ =6, Dy=(4,4), [Ifll= oo

1303.9. f(x)=(logyx)' =6, Dp=(%,4), [Ifl= ... .o

Lista 18 - 130 - Strony 128-148



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26
1303.10. f(z)=va22+3zx—z, Dr=(1,400), |[fll=- oo
1303.11. f(x)=vVa?+8zx—z, Dy=(1,400), |fll= oo
1303.12. f(z)=Va3+702—x, Dy=(1,400), |Ifll= - o orroeee
1303.13. f(x)=Vz?3+2622—z, Dy=(1,400), |Ifll= - 0oorerreiii
1303.14. f(z)=Vz'+152%—z, Dy=(1,400), |Ifll= - roirerei
1303.15. f(z)=Vz 8013 —z, Dy=(1,400), |Ifll= - 0ooreeei
1303.16. f(x)=——— D;=R, |fl=

. . T _:L’2+1O$—|—297 F= K, T
1303.17. f(z)= ! R, [[fll=

. . T _:L‘4—f—10:)32—|—31’ =N, T T S
1303.18. ()= . D;=R, |f]l-

. . Xz 71;8_101;44_33’ f =K, T T S
1303.19. f(z) ! Di=R, |l

. . xTr)= = B

22 4+1025437" T
1303.20. f(2)= D;=R, |fll-

. . X —x14+10x7+39, f=IN, R T T S
1303.21. f(2)=2"—7, Dr=(2,3), |Ifll= «'eeemeee e
1303.22. f(z)=(2=7)"=7, D;=1(2,3), Ifll= e oo
1303.23. f(z)=(2°=7) =17, D;=(2,3), Ifll= oo
1303.24. f(z)=(2=7)°+7, D;=1(2,3), |Ifll= 0o
1303.25. f(2)=(2°=7)°+17, D;=(2,3), |Ifll= o oo
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1304. Oszacowaé od géry (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum funkcji
f:R— R zdefiniowanej wzorem
62% — 22+ 7
f@)=
8x8 —xt+11

1305. Dany jest szereg funkcyjny Y f,, o sumie F', gdzie funkcje f,, sa dane wzorami

n=1
sin2"x
Jnl@) =335,
Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zdanie: Funkcja
F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k <m zachodzi

rownosé FF) =3 fk),
n=1

1306. Niech

_ cos(n®-x)

fn((L’) _ TL2O

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k udowodnié, ze szereg > fék) jest jednostajnie
n=1

zbiezny, ale szereg » fékﬂ) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

1307. Dany jest szereg funkcyjny Y f,, o sumie F', gdzie funkcje f, sa dane wzorami
n=1

cosndx

fulz) 1,60

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zdanie: Funkcja
F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k < m zachodzi

rownosé FW =3 fk),
n=1

1308. Niech <<2n> )
fulz) = —ang
(%)

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k udowodnié, ze szereg > f,gk) jest jednostajnie

n=1
zbiezny, ale szereg » fék“) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
1309. Niech (n)-2)
cos(n!-z
0=t

Wskazujac odpowiednig liczbe catkowita dodatnig & udowodnié, ze szereg > f,(lk) jest jednostajnie

n=1

zbiezny, ale szereg 3 fF+D

n=1

nie jest jednostajnie zbiezny.
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Liczby zespolone i ich zastosowanie do wylgrowadzania
tozsamosci trygonometrycznych’.

1310. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania z* = —4 w liczbach zespolonych. Zapisaé¢
wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony nizej
rysunek, na ktérym narysowano okregi o srodku w zerze i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz
proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.

"Do oméwienia na czesci éwiczen 2.06.2026.
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1311. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania z° = 2723 w liczbach zespolonych. Zapisa¢
wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony nizej
rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz

proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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1312. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2" +423=82%+32 w liczbach zespolonych. Za-
pisaé wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych)
oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na ptaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony ni-
zej rysunek, na ktérym narysowano okregi o srodku w zerze i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz
proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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1313. Obliczy¢ wartosé catki
/ sin” z dx .
0

Przedstawi¢ wynik w postaci utamka nieskracalnego o dwucyfrowym liczniku i mianowniku.

1314. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
/6
/ cos® x dx .
0

1315. Obliczy¢ catke
/ sin®x dx .
0

1316. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
2
/sim2 x-cos*x dr .
0
Doprowadzi¢ wynik do postaci w -7, gdzie w liczba wymierna.

1317. Udowodnié nieréwnosé .
vy

/cosloxdx<7r.
0

1318. Znalez¢ taka funkcje dwukrotnie rézniczkowalng f: R — R, ze
f"(r)=cos*z dla kazdego z€R,
a ponadto f(0)= f(7)=0. Obliczy¢ f(27).

1319. Wyznaczy¢ taka liczbe wymierna a <7, ze

7
dx T

/x2+121'

a
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1320. Podaj wartosc¢ catki oznaczonej. Wynik zapisz w postaci w albo w-,/p, gdzie w jest
liczba wymierng zapisana w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego, a p jest liczba
pierwszg.

w/2 7r/_3

a) sinfrdr=.................. b) sinfrdr=..................
/ .z
7r/.2 /2

c) /sinSxdx: .................. d) /sin3xda:: ..................
7r./6 7r./4

1321. Podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parame-
tru p, dla ktérych podana liczba zespolona z spelnia nier6wnosé |z —1| > |z —3].

a) z=logop+i-logsp, .............. b) z=loggp+i-logsp, ..............

c) z=logsp+i-log,p, .............. d) z=log;p+i-logsp, ..o,
1322. Niech z=1—1. Podaj w postaci kartezjanskiej:

a) 2= b) 2= . ...

c) 2= d) 2= ...
1323. Niech z =v/3+i. Podaj czes$¢ rzeczywista potegi liczby z:

a) Re <z5) TR b) Re (z6) TR

c) Re (z7) ST d) Re (28> SO

1324. Podaj taka liczbe rzeczywista dodatnia a, aby liczba zespolona z podanej postaci
spetniata rownanie z = 2z L

2 3

a) z:§—|—ai, A= ..o, b) z:5—|—a2’, A= i,
1 4

c) z:z—i—ai, A= i, d) z:g—l—ai, A= i,

1325. Dla danej liczby naturalnej n podaj taka liczbe wymierng w, ze
arctg n+arctg w = arctg(n+1) .

1326. Dla danej liczby naturalnej n podaj taka liczbe wymierng w, ze
arctg n+arctg w = arctg (2n) .
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Szeregi trygonometryczne®.

Najwazniejsze definicje i twierdzenia
zwigzane z szeregami Fouriera.

Iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji’:
21
(f,9)= [ f(2)-g(x) do.
0

Iloczyn skalarny w jezyku bazy'’ ortogonalnej sinuséw i cosinuséw:

Jezeli .
f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnx)
n=1
oraz, .
g(x)=co+ Y _ (cpcosnz+d,sinnz) ,
n=1
to
27 00
<fa g> :/f(x)g(x) dx:zﬂ-'GO'CO—i_ﬂ-' Z (an'cn+bn'dn) .
0 n=1
Ré6wnosé Parsevala:
2m 0o
(f, f):/fQ(m) de=2mr-aj+m- > (ai—i—bi) .
0 n=1
Szereg Fouriera funkcji'! f:
ap+ Y (ancosnz+b,sinnz) , (F)
n=1
gdzie
1 1 2
aw=5-(f )=o - [ [(@)de, (F0)
1 1 2m
an:;~< ,cosnx)zﬂ-o/f(x)-cosnxdx (FA)
oraz
2
b :l<f sinnx>:l~/f(:c)-sinn:cdx (FB)
S T '

Przy zalozeniach, ktére sa spelione przez uzywane przez nas funkcje, szereg Fouriera (F') jest
punktowo zbiezny do funkcji f.

8Do oméwienia na czeéei éwiczen 2.06.2026 i éwiczeniach 9.06.2026.

9Nie precyzujemy doktadnie, jak regularne maja by¢ funkcje. Na pewno musza byé okresowe o okresie 27.

10To nie jest baza w sensie algebry liniowej, bo potrzebujemy przejécia granicznego do wysumowania szeregu.

1 QOkresowej o okresie 2w, w punktach nieciagloéci majacej wartoéé réwna éredniej arytmetycznej granic
jednostronnych.
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1327. Obliczy¢ wspoétezynniki szeregu Fouriera funkcji f: R — R okresowej o okresie 2w okre-
slonej wzorem

10 dla ze(n/2 2n)
Doprowadzi¢ wzory na wspétczynniki szeregu Fouriera do postaci niezawierajacej funkcji trygo-
nometrycznych (czyli w ostatecznej postaci nie powinny wystepowaé¢ w tych wzorach wyrazenia
typu sinnm czy cosn).

{1 dla €0, 7/2]

1328. Niech _ .
X sinnx X sInnx
fl@)=% —, oraz  g(z)=3 —
n=1 2 n=1 3
Zaktadajac pelng beztroske w manipulowaniu szeregami funkcyjnymi, obliczy¢ warto$¢ catki
2
[ F@)g() da.
0
1329. Obliczy¢ wartosé sumy » L Wolno skorzystac¢ z gotowych wartosci calek:
n=1 n
2 212 1
/ ™2 dy = S ,
0 \/§
2 T
/ehﬁdx: 764 Vol
0 I

2

2
/emﬁcosna: dr = (627“/5— 1) . V2
0

n2+4+2’
27 “n
/(2”“/5 sinnx dxr = (627“/5 — 1) . )

n2+2

0

W miare mozliwosci rozwiagzaé¢ zadanie dwoma sposobami i poréwnaé¢ wyniki. Dla czytelnosci
przeprowadzanych rachunkéw oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢ oznaczen:

A=e¥™V2_q oraz B:e%‘/ﬁ—l—l.

Wskazéwka: Wykorzystaé szereg Fouriera funkeji f(z) =e®V2 dla z € (0, 2r). Powolaé sie na
zbieznosé tego szeregu w wybranym punkcie lub wykorzystaé¢ réwnosé Parsevala.

1330. Wiadomo, ze

< cosnx 2? wx 7
=———+4— dl O0<z<2r.
nz::l o T 3% a r<27
Obliczy¢ wartos¢ sumy
o (=1 11 1 1 1
—— =l o=+t ——=+...
Lonryp EtHE mte m T

Wskazéwka: Scatkowaé podany w zadaniu szereg trygonometryczny i wstawié « = /2.
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1331. W kazdym z zadan 1331.1-1331.10 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ calki ozna-
czZonej.

> sinnx > sinnx
Alz) =3 —— Blz)=3 —
n=1 n=1
>, sinnw >, sin2nx
Cle)=) —, D(z)=
27 21
1331.1. /A(x)2dx: ................... 1331.2. /B(ac)de: ...................
0 0
2 2
1331.3. /C’(m)de: ................... 1331.4. /D(m)2dx: ...................
0 0
27 2
1331.5. /A(x)B(x)dx: ................ 1331.6. /A(x)C’(x)dx: ................
0 0
2 2
1331.7. /A(x)D(ac)dx: ............... 1331.8. /B(a:)C(x)dx: ...............
0 0
27 21
1331.9. [ B(2)D(z)de=.............. 1331.10. [C(o)D(z)dr=..............
0 0
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1332. W kazdym z zadan 1332.1-1332.21 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki (jako
liczbe wymierng lub jako iloczyn liczby wymiernej i liczby ).

cosnx cos2nx cos(2n+1)x
=35 B =5 R o =5
> cos3nx > cos(3n+1)z > cos(3n+2)x
D=5 B ey = S SERELE gy S st
n=1 10 n=1 10 n=1 10
2 2
1332.1. /A(x)de: ............... 1332.2. /B(:U)Qd:c: ...............
0 0
2
1332.3. /C(:c)2d:c: ............... 1332.4. /D(x)zdx: ...............
0
2 21
1332.5. /E(a:)zda;: ............... 1332.6. /F(a:)de: ...............
0 0
1332.7 /A( VB(z)dr= ..c.on... .. 1332.8 /A( )C(x)dz= ..oen... ..
27 2
1332.9. /A(g;)D(a;)da:: ............ 1332.10. /A(x)E(x)dx: ............
0 0
27‘r 21
1332.11. [A@)F(2)do=........... 1332.12. [ B(z)C(a)dz= ...........
0 0
2 2
1332.13. /B(x)D(x)dx: ........... 1332.14. /B(x)E(x)dx: ...........
0 0
2 2
1332.15. /B(m)F(m)d:p: ........... 1332.16. /C(a:)D(x)dx: ...........
0 0
27 27
1332.17. /C’(m)E(w)dx: ........... 1332.18. /C’(x)F(x)dx: ...........
0 0
2 2
1332.19. /D(gs)E(x)dx: ........... 1332.20. /D(x)F(x)dg:: ...........
0 0
2
1832.21. [ B(2)P(2)dT= ....ooiiii
0
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1333. W kazdym z zadan 1333.1-1333.16 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ calki ozna-

czZonej.

3 > sinnx p-sinx
Wska ka: = dla p>1.
SrazowEa nzz:l p" p?+1—2p-cosz &P
1333.1 7 sin?x dx B 1333.2 7 sin? x dx B
. J E deosg o 2. J E Seosg
Tsinz - sin 2z da Tsinz - sin 2z da
1333.3. /—— ................ 1333.4. /—— ................
5 H—4coszx ) 5—3cosx
1333.5. / sine-sindvde 1333.6. / sine-sindrde
! 5—4cosx J 5—3coszx
) 2.2
sin“ z dx sin“z dx
1333.7. e 1333.8. T
/13—5cosx /17—8cosx
1333.9 / sin“ z dx B 1333.10 7 sin?x dx B
9. 5 dcosg)E .10. J (B—Beosg)2
1333.11. [ _siwtwdr 1333.12 78m?xd$
1. J (13—5cos:v)2_ ............... 2. J (17 —8cosz)e "

2w

. 2 d
1333.13. /( S T ae

5—4cosz)-(5h—3cosx)

21

. 2 d
1333.14. /< S T ar
0

13—5cosz)-(17—8cosx) -

sin?x dx

1333.15.
0/ (b—4cosx)-(13—5cosx)

2w

.2
d
1333.16. /( St A

5—3cosz)-(13—5cosx)
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W kolejnych pieciu zadaniach zaktadamy, ze funkcja f jest na tyle regularna, ze nie ma proble-
mu z obliczeniem wspétczynnikéw jej szeregu Fouriera, a przy tym f jest sumg swojego szeregu
Fouriera.

1334. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie 7, to w jej szeregu Fouriera a,, =b, =0
dla n nieparzystych.

1335. Dowiesc, ze jesli f jest funkcjg okresowa o okresie g, to w jej szeregu Fouriera a,, =b,, =0

dla n niepodzielnych przez 4.

1336. Dowiesé, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie 27w/3, to w jej szeregu Fouriera
a, =0b, =0 dla n niepodzielnych przez 3.

1337. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie 27w/5, to w jej szeregu Fouriera
a, =b, =0 dla n niepodzielnych przez 5.

1338. Obliczy¢!?
1

n?+1

>

n=1
stosujac wzor Parsevala do

flz)=¢

na (0,27) oraz wstawiajac x =0 do szeregu Fouriera tej funkcji. Poréwnaé¢ obydwa wyniki.

1339. Obliczy¢
> 1
2 n?—2

n=1

wstawiajac x =0 do szeregu Fouriera funkcji f okreslonej wzorem
f(x) = cos(xV2)
na (0,27) .

1340. Obliczy¢

> 1
azind
uzywajac
f(@) = x(m —|xf)
na (—m,m).

12\ tym i w nastepnych dwéch zadaniach nie prezentowaé na éwiczeniach zmudnego obliczania wspélczynnikéw
szeregu Fouriera — skorzysta¢ z wyniku obliczen przeprowadzonych przed ¢wiczeniami.
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Zespolone szeregi liczbowe!s.

DEFINICJA: Ciag (z,) o wyrazach zespolonych jest zbiezny do granicy'® g wtedy i tylko wtedy,
gdy

Mozna przepisa¢ wiekszos¢ torii zbieznosci ciagéw z przypadku rzeczywistego:
e suma, réznica, iloczyn, iloraz'® ciggdw zbieznych jest ciggiem zbieznym i granica sumy, réznicy,
iloczynu, ilorazu ciggdéw jest odpowiednio suma, réznicg, iloczynem, ilorazem granic,
e zmiana skonczenie wielu wyrazéw nie wptywa na zbieznosé i granice,
e limz,=0w i tylk lim =
lim 2, =0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim |zn| =0,
o jezeli |z| <1, to lim 2" =0,
n—oo

o jezeli lim z, =g, to T}Lﬂolo|zn| =1gl.

Niech

Zn =Tp+Ynl,

gdzie x,, y, sa liczbami rzeczywistymi. Wowczas ciag zespolony (z,) jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy obydwal® ciggi rzeczywiste (z,,), (y,) sa zbiezne. W takim wypadku
A, 20 = i @+ L Y
Innymi stowy, zbieznos¢ ciggu zespolonego sprowadza si¢ do zbieznosci dwoch ciagow rzeczy-
wistych: ciagu czesci rzeczywistych oraz ciggu czesci urojonych.

Jesli chodzi o zespolone szeregi liczbowe, to z teorii szeregéw rzeczywistych przenosza sie
nastepujace kryteria zbieznosci:

o0
e Warunek konieczny zbieznoS$ci: Jezeli z, /40, czyli |z,| /0, to szereg > z, jest rozbiezny.
n=1

e Zmiana wyrazow: Zmiana lub pominiecie skonczenie wielu wyrazow nie wpltywa na zbieznos$é
szeregu, ale moze wptyna¢ na wartos¢ jego sumy.

o0 oo
e Dodawanie/odejmowanie szeregédw: Jezeli szeregi > z, oraz Y w, sa zbiezne, to zbiezne
n=1 n=1
o0
sq szeregi Y (z,twy) 1 przy tym
n=1

S (zntwn)=> 2z £ D wy,.

13Do oméwienia na wyktadzie 10.06.2026.

4 Qczywiscie g jest liczba zespolona.

W przypadku ilorazu musimy zadbaé o to, aby do mianownika nie dostato sie zero. W szczegdlnoéei granica
mianownika musi by¢ niezerowa.

16 Jegli jeden z ciagdéw (x,,), (yn) jest rozbiezny, to ciag (2,) jest rozbiezny niezaleznie od zachowania drugiego z
tych ciagéw.

Lista 18 - 144 - Strony 128-148



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

(e 9]

e Mnozenie przez stala: Jezeli ¢ jest liczba zespolona rézna od zera, to szereg »  z, jest zbiezny
n=1

wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > cz,. Jedli te szeregi sa zbiezne, to
n=1
o0

o0
Yoezp=c > 2.
n=1 n

=1

o0

e Szereg geometryczny: Jezeli ¢ jest liczba zespolong rézna od zera, to szereg Y | cz" jest zbiezny
n=1
wtedy i tylko wtedy, gdy |z| <1. W takim przypadku
i n cz
2" = )
n=1 -z
e Zbiezno$¢ bezwzgledna: Jezeli ) | |z,| < oo, to szereg Y z, jest zbiezny i wéwczas
n=1 n=1
> Zn| < D |2l -
n=1 n=1
Zn
e Kryterium d’Alemberta: Jezeli lim ’ 1= ge0, 0], to:
n—oo ZTL

W przypadku g <1 szereg »_ z, jest zbiezny oraz z, — 0.

n=1
o
W przypadku g > 1 szereg > z, jest rozbiezny oraz |z,| — oo.

n=1

e Kryterium Cauchy’ego: Jezeli lim {/|z,[=g € [0, oc], to konkluzja jak wyzej.

Kryterium nie majace odpowiednika w teorii szeregéw rzeczywistych:

[e.e]

e Rozklad na czesci rzeczywista i urojona: Szereg > (z, +y,i), gdzie x,, oraz y,, sa rzeczy-
n=1

wiste, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa szeregi Y x, oraz > v, sa zbiezne. Jak sie

n=1 n=1
mozna spodziewaé, w przypadku szeregéw zbieznych zachodzi réwnosé

S (@ntynd) =D T i Yn-
n=1 n=1 n=1

e Uogolnienie kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
Niech w bedzie taka liczba zespolona, ze |w|=1 oraz w # 1. Niech (a,) bedzie nierosnacym
ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera. Wowczas szereg

o0
> aw”
n=1

jest zbiezny.

Lista 18 - 145 - Strony 128-148



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1341. Ciag (z,) o wyrazach zespolonych dany jest wzorem:
Zn=Vni+ni—mn.
Wyjasni¢, dlaczego powyzsza definicja nie jest jednoznaczna i zaproponowa¢ mozliwe sposoby jej

doprecyzowania. Wybra¢ taki sposob jej doprecyzowania, aby podany cigg byt zbiezny i obliczyé¢
jego granice.

1342. To samo dla ciggu zespolonego danego wzorem:

Zn=Vn2+2ni+n.

Zbadaé zbieznosé zespolonych szeregéw liczbowych!’:

1 4 4
1343. O B — 1344. 1345.
Zn2—|—2n+1 ZnG—H zjln 5414
1346, Z (3+37)" 1347, 3° (3+6i) 1348. 3° (3+9i)

C(2n) © 2. T Bn c 2 T
n=1 (n) n=1 (n) n=1 (n)
1349. Obliczy¢ sume szeregu geometrycznego
o ,l'n
n=1 2n ‘
Naszkicowac na ptaszczyznie zespolonej kilka jego poczatkowych sum cze$ciowych.
Zapisaé szeregi (o wyrazach rzeczywistych) czesci rzeczywistych i urojonych jego wyrazow.
Podaé¢ sumy tych szeregéw (z jednej strony uzyskaé je z sumy danego szeregu zespolonego, a z
drugiej strony wyliczy¢ bezposrednio).

1350. To samo dla szeregu geometrycznego

Zbadaé zbieznoéé zespolonych szeregéw liczbowych w zaleznoéci od parametru'® zespolonego z.
Naszkicowac na ptaszczyznie zespolonej zbiér tych z, dla ktérych szereg jest zbiezny.

00 L oo ZSn oo Zl?n oo (_1>n.z2n
1351. — 1352. — 1353. 1354.
o (1 n_Z3n Z4n 0 Z—f-l 6n
(1)

1355. — 1356. 1357. —_—
= e e 5 T

ITW ostatnim zadaniu mozna uzyé¢ kalkulatora do poréwnania pieciocyfrowych liczb calkowitych.
18Staram sie unikaé w tym momencie pojecia ”zespolony szereg potegowy”, ktére pojawi sie na kolejnym
wykladzie.
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Ponizsze zadanie jest przeznaczone do samodzielnej analizy (jego rozwiazanie jest wzorcem dla
kolejnych dwéch zadan).

1358. Obliczy¢ sume szeregu

X cos nx
>
n=0 3"
sprowadzajac wynik do postaci
a+bcosx
ct+dcosx’
gdzie a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi.
1359. Obliczy¢ sume szeregu
X cos nx
>
n=0 o
sprowadzajac wynik do postaci
a+b-cosx
c+d-cosz’
gdzie a, b, ¢, d sg liczbami catkowitymi.
1360. Obliczy¢ sume szeregu
> sin nx
>
n=1 m
sprowadzajac wynik do postaci
a-sinx
b+c-cosx’

gdzie a, b, ¢ sa liczbami catkowitymi.

1361. Rozwazmy nastepujacy szereg zespolony z parametrem®® z:

00 Zn-3"
n,z=:1 n

Obliczy¢® sume tego szeregu dla nastepujacych wartoéci parametru?!:

1 V3-i IERVER) T T o o7

z:§+T, z:—§—|—?, z:cos§+i-sin§, z:cosj—i—i-sm? oraz z=t1.

“Nadal unikam pojecia ”zespolony szereg potegowy”.

20 Praypomnienie:
o~ (=) (D"
=In2 =—.
nz::l n ne 2 onii 1

n=0

21Dla uproszczenia zapisu mozna uzywaé w rozwiazaniu oznaczenia
cosx+i-sinx=e"",

ktérego sens zostanie wkrétce wyjasniony.
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Zespolone szeregi potegowe??.

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregéow potegowych:

0o 00 4N LM 00 4N 3N oo L24n
1362. > nlz” 1363. 3 1364. Y — — 1365. 3
n=0 n=1 n n=1 n=1 T

1366. Dla podanej liczby b podaj w postaci przedziatu zbiér wszystkich takich liczb rzeczy-

wistych a, ze potegowy szereg zespolony
3n

Z -
RV
jest zbiezny dla z = a+ bi.
Uwaga: Istotng czescig zadania jest okreslenie przynaleznosci do przedziatu jego koncow.

2.
a) b=0, a€ .................. b) b= \/_ AQE i

1
c) b:\é_, AE i d) bzi’ AE oo

1367. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
< (2n41)"- 2"

>

n=1 (37’L + 2)71 .
Jesli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci.

1368. Zapewne pamietacie, ze suma wyrazow stojacych w n-tym wierszu trojkata Pascala jest
réwna 2", a suma co drugiego wyrazu jest réwna potowie tej liczby, czyli 27~ 1. A ile jest réwna
suma?® co trzeciego wyrazu n-tego wiersza tréjkata Pascala?

2 ’ n 24 1 \/g . . . .

Wskazéwka: Dodaé sumy (142)" dla** z€4 1, 3 + 5 @[, przemnozone przez odpowiednie

wspotezynniki.

1369. To samo pytanie dla sumy co czwartego wyrazu trojkata Pascala.

22Do oméwienia na wyktadzie 11.06.2026.
23Faktycznie sa 3 takie sumy, zaleznie od tego, od ktérego wyrazu zaczniemy.
2To sq pierwiastki szeécienne z jedynki.
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