Jarostaw Wréblewski

Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1303. W kazdym z zadan 1303.1-1303.25 podaj norme supremum funkcji f o podanym

wzorze i dziedzinie.

1303.1. f(z)=T7sinz, Dy=R, |f||="7

1303.2. f(z)=T7sinz—3, D;=R, |f|=10
1303.3. f(z)=T7sin’z—3, D;=R, |fl|=4
1303.4. f(z)=Tsin*z—3, D;=R, | f]|=10

1303.5. f(z)=logx—2, D;=(%,8),

1fll=5

1303.6. f(z)=log,r—2, D;=(2,32), |f||=3

1303.7. f(x)=(logyx)’—6, D;=(%,4), |f|=6
1303.8. f(x)=(log,x)’—6, Dy=(%,4), |f|=33
1303.9. f(x)=(log,z)'—6, Dy=(1,4), |[If|=75
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1303.10. f(z)=Va24+3z—x, D;=(1,+0), |flIl=3/2

1303.11. f(z)=Va2+8z—x, D;=(1,+o0), |f]|=4

1303.12. f(z)=Vz3+T722—z, D;=(1,+0), |fIl=7/3
, Ifll=26/3
1303.14. f(z)=Vz*+1523—z, D;=(1,+0), |f||=15/4

1303.13. f(z)=Vz3+262%—z, D;=(1, 400

~—

1303.15. f(z)= V2 +8023 —z, D;=(1, +0), |f[ =20
1

1303.16. f(z) Di=R, |fll=1/4

T 24 100+29
180307, fa)= o Dy=R, |f]=1/31
1303.18. f(x)_m, Dy=R, [fl=1/8
1303.19. f(x)=x12+101x6+37, Dy=R, [[fl=1/37
1303.20. f(x):xl4+1éx7+39, Dp=R, |fl=1/14

1303.21. f(z)=2"-7, D;=(2,3), ||f|=3

1303.22. f(z)=(2*=7°—7, D;=(2,3), |fll="7

1303.23. (2"=7)°=17, Dy=(2,3), |fl=17

~

—~

g
|

1303.24. f(z)=(2—7°+7, D;=(2,3), |If]l=20

1303.25. f(z)

2°—7)°+17, D;=(2,3), |f|=18

1304. Oszacowaé od géry (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum funkeji
f:R— IR zdefiniowanej wzorem
620 — 22+ 7
f(ﬂ?) = 8 4 :
88—zt +11

Rozwigzanie:

Oszacujemy wyrazenie definiujgce funkcje f rozwazajac dwa przypadki:
1° Gdy |z| < 1, otrzymujemy:
625 — 2247 o 6-0+7 13
8r8—at4+11 0—1+11 10°
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2° Gdy |z| > 1, otrzymujemy:
2 6 6
62® — 22+ 7 <6$ 047z 13 < 13

Sz8—24+11 ~ 88 —a8+0 7a2 7

Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy

13
@)l =f@) <2,

skad wynika nieréwnosé || f|| <13/7.

1305. Dany jest szereg funkcyjny Y f,, o sumie F', gdzie funkcje f,, sa dane wzorami
n=1
sin2"x
Jnl@) =335,

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zdanie: Funkcja
F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k <m zachodzi

rownosé FF) =37 fk),

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m =8.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k <8 otrzymujemy
k)0 2kn . jakidsinus 2"
333" ’
gdzie f(O) = f, a ”jakiésinus” oznacza jedn@ z funkcji +sin, £ cos. Zatem

ZHf =% 33?w_nZ (333) \Z<333> <o

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregdéw funkcyjnych Z fT(Lk), a w konsekwencji mozliwos¢

n=1
8-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wyrazem.

Ponadto

In n n
fT(Lg)(l‘) _ 27" cos2"x _ (512

> -cos2"x
333n 333

512 &
co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z <333) Zatem szereg funkcyjny fT(Lg) nie jest zbiezny
n=1

(nawet punktowo), co dowodzi, ze llczba m =9 nie spelnia warunkéw zadania.
W rozwiazaniu wykorzystaliémy zbiezno$¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 256/333 bez-
wzglednie mniejszym od 1 i rozbieznosé szeregu geometrycznego o ilorazie 512/333 wiekszym

od 1.

1306. Niech
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Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k udowodnié, ze szereg > fék) jest jednostajnie

n=1

oo
zbiezny, ale szereg » fT(LkH) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
Rozwigzanie:

Najpierw zauwazmy, ze

09 () = n* - jsin(n®-x)  jsin(n®-x)
n o n20 T p20-3k
gdzie jsin jest jednag z funkcji £sin lub 4cos. Zatem
1
k)| — _ . 3k—20
an H T p20-3k =n )

Jezeli szereg liczbowy > H fé’“)H jest zbiezny, to szereg funkeyjny > f,gk) jest jednostajnie zbiez-
n=1 n=1
ny.

Poniewaz .

> Hfék)H = 203k
n=1 n=1

szereg ten jest zbiezny, o ile 20 —3k > 1, czyli dla k <6.

W szczegolnosci szereg funkeyjny > f,(Lﬁ) jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Jezeli H fT(Lk)H +#0 przy n— oo, to szereg funkeyjny f,gk) nie jest jednostajnie zbiezny. Taka
n=1

sytuacje mamy np. dla k=7, gdzie
] =nce.

Wobec tego szereg funkcyjny f,(j) nie jest jednostajnie zbiezny.

n=1

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k =6.

1307. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f,, sa dane wzorami
n=1

cosndx

fala) = 1,60

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zdanie: Funkcja
F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k <m zachodzi

rownos¢ FF) =3 fk),
n=1

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m=7.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k <7 otrzymujemy

jakidsinus n8x

(k)
fn (.T) - n60—8k’ )
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gdzie f© = £, a 7jakisinus” oznacza jedn@ Z funkcji +sin, +cos. Zatem
1 o0

1
Zka)H— W\ZW > <+,

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregdéw funkcyjnych Z fr(f), a w konsekwencji mozliwos¢
n=1
7-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wyrazem.

Ponadto
8 (z) =n*cosniz,

o0 o0

co dla z =0 daje szereg rozbiezny » nt. Zatem szereg funkcyjny > f,§8> nie jest zbiezny (nawet
n=1 n=1

punktowo), co dowodzi, ze liczba m = 8 nie spelia warunkéw zadania.

1308. Niech << ) )
oS T
fal(z) = T :
Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k udowodnié, ze szereg > fék) jest jednostajnie
n=1

zbiezny, ale szereg Z f (k+1) nhie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
n 2n
(k) (o ) -jsin () )
f (:’C) - (371)4 )
gdzie jsin jest jedna z funkcji +sin lub £ cos. Stad

=) 0
|72 &

Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu

i fék) :i 3\ 4
Siwl-5 8
Cre)” () _Gi)” ()
5% I ) A ) A ey
C(2n+1)-2n42)\" [ 2n41)-(2n+2)-(n41) P kgt 92ks [okea\E
_( (n+1)2 ) '((3n+1).(3n+2)-(3n+3)) Toor o3z |3 ) T

Poniewaz 3% =729, zachodza nieréwnosci 2% < 36 < 210, Zatem dla k=5 otrzymujemy g < 1. Wobec
tego na mocy kryterium d’Alemberta szereg liczbowy (2) jest zbiezny, a w zwiazku z tym szereg

otrzymujemy

funkeyjny 3 f{?) jest jednostajnie zbiezny.

n=1
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Odnoszac powyzsze kryterium d’Alemberta do ciagu (1) otrzymujemy g > 1 dla k=6, skad
wynika, ze ciag liczbowy (1) jest rozbiezny do +oco. W szczegdlnosci

|72 A0,

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > fr(lﬁ) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k =25.

1309. Niech (n)-2)
cos(n!-x
fn(@) = TG0
Wskazujac odpowiednig liczbe catkowita dodatnig & udowodnié, ze szereg > f,(lk) jest jednostajnie
n=1
zbiezny, ale szereg » fT(LkH) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
Rozwigzanie:
Niech k& =3. Wowczas (n1)? sin(nl -2)
Ry gy (0h)°-sin(n!-z
AO) = i) = TS
skad
Hf///“ — (n!)3
" (3n)!"
Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu
s " s (n')3 3
1= o g
otrzymujemy
HH2 (3n)! 1)3 1
(4 1)) @) (n+1) R

Bn+3)  (n)?  (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 27

1 jest jednostajnie

Zatem szereg liczbowy (3) jest zbiezny, a w zwiazku z tym szereg funkeyjny > f/

n=1
zbiezny.
Ponadto (1) (nl-2)
(k1) _ p(a) ()" -cos(nl-z
FE @) = 19 @) = N,
skad
4
@] _ (n!)
1420 = oyt 4
Stosujac kryterium d’Alemberta do ciagu (4) otrzymujemy
14 | 4
((n+1)1 .(Sn).: (n+1) o1

(Bn+3)! (nhH*  (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)
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Zatem ciag liczbowy (4) jest rozbiezny do 400, skad w szczegdlnosci
| 752~ o,

o
a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > f,(f) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Inne wnioskowanie: 7Z kryterium d’Alemberta jak wyzej, szereg > f90)= x
n=1

rozbiezny, wiec f £ nie jest nawet punktowo zbiezny, a co dopiero jednostajnie.
n=1

Lista 18R - 395 - Strony 389—417



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1310. Wyznaczyé wszystkie rozwigzania réwnania 2* = —4 w liczbach zespolonych. Zapisa¢
wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony nizej
rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz

proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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Rozwigzanie:
Liczba zespolona —4 ma modut 4 i argument 7, w zwiazku z czym jej pierwiastki czwartego
stopnia maja modul v/4=+/2, a jeden z nich ma argument = /4. Tym pierwiastkiem jest wiec
V2. (cos 7 ti-sin g) = 1+1. Pozostale trzy rozwiazania danego w zadaniu réwnania leza na okregu
0 promieniu V2 co 90°.

Inaczej: liczba —4 ma modut 4 i argument 7, a zatem jej pierwiastki czwartego stopnia maja
modut v/2 i argumenty 7/4+kx/2 dla k=0,1,2,3, czyli odpowiednio 7 /4, 37 /4, 57 /4, Tr/4.

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 4 rozwigzania: +11+44.
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1311. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania z° = 2723 w liczbach zespolonych. Zapisa¢
wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony nizej
rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz

proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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Rozwigzanie:

Przepisujemy dane réwnanie w postaci
z3-(26—27) =0.

Powyzsze réwnanie jest spelnione przez z =0 oraz przez takie liczby zespolone z, ze 2% =27.

Zauwazmy, ze jednym z rozwigzan réwnania 2% =27 jest z =+/3, a pozostale pie¢ rozwigzan
tego réwnania lezy na okregu o promieniu v/3 co 60°.

Inaczej: liczba 27 ma modut 27 i argument 0, a zatem jej pierwiastki szostego stopnia maja
modut v/3 i argumenty 2k7/6 dla k=0,1,2,3,4,5, czyli odpowiednio 0, 7/3, 27/3, 7, 47/3, 57 /3.

V3, 3

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 7 rozwiazan: 0, ++v/3 oraz il? +5 5
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1312. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2" +423=82%+32 w liczbach zespolonych. Za-
pisaé wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych)
oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na ptaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony ni-
zej rysunek, na ktérym narysowano okregi o srodku w zerze i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz
proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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Rozwigzanie:

Przepisujemy dane réwnanie w postaci
2 (2 +4) =8 (2 +4)
czyli
(2*—8)- (" +4) =0.

Rozwigzujac réwnanie 2* +4=0, czyli 2* = —4, stwierdzamy, zZe liczba zespolona —4 ma modut
41 argument 7, w zwigzku z czym jej pierwiastki czwartego stopnia majg modut v4=+/2, a jeden
z nich ma argument 7/4. Tym pierwiastkiem jest wiec V2. (cos%%—i-sing) =1+41. Pozostalte trzy

rozwigzania tego réwnania leza na okregu o promieniu v/2 co 90°.

Inaczej: liczba —4 ma modut 4 i argument 7, a zatem jej pierwiastki czwartego stopnia maja
modut v/2 i argumenty 7/4+kxn/2 dla k=0,1,2,3, czyli odpowiednio 7 /4, 37 /4, 57 /4, Tr /4.

Z kolei rozwigzujac rownanie 22 —8=0, czyli 23 =8, zauwazamy, ze jego rozwigzaniem jest z =2,
a pozostate dwa rozwiazania tego rownania lezg na okregu o promieniu 2 co 120°.

Inaczej: liczba 8 ma modut 8 i argument 0, a zatem jej pierwiastki trzeciego stopnia maja
modut 2 i argumenty 2k7/3 dla k=0,1,2, czyli odpowiednio 0, 27 /3, 47 /3.

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 7 rozwigzan: 411454, 2 oraz —1+ V/3i.
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1313. Obliczy¢ wartosé catki

™
/ sin” z dx .
0
Przedstawi¢ wynik w postaci utamka nieskracalnego o dwucyfrowym liczniku i mianowniku.
Rozwigzanie:
Sposob I

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometryczne;j.
Przyjmijmy
z=cosx+isinzw,

co daje

2" =cosnx+isinnx, z " =cosnx—isinnz, sinnr =

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
cin” o — (z —z7! > T T 7542123 - 3524352 =212 3 4 Tr P — 27T
21 —128i
sin7x 7sinbxr 21sin3x 3bsinz
64 64 64 o

Teraz mozemy obliczy¢ dang w zadaniu catke:

™

/ T d /7r sin7x+7sin5x 21sin3x+35sinxd
sin‘zxdr= [ — — =
5 ! 64 64 64 64
_Cos7m 7cos5m+21(30$3x 35cosx " _COS7ZL‘ 7COS5JZ+7COSSZE 35cosx " B
- 764 5-64 3-64 64 | 764 5064 64 64 |
_ COs Tm  Tcosbmw L 7cos3m 35cosm  cosO 7cos() 7cos( n 35 cosO
C7-64 5-64 64 64 7 64 5-64 64 64
764 564 64 64 764 564 64 64 32\ 775

32\ 775 2\ 775" 1120 1120 35~

1 < LT 28) 1 (; 57> 28>:—5+49+980_1024_32

Odpowiedz: Podana caltka ma warto$¢ 32/35.

Sposob 11
Podstawienie ¢t = cosx i formalnie dt = —sinx dx prowadzi do
™ 1 1
[ sin xda:——/ 1—t?) dt—/ —O4 3 =3 1 dt =2 [ 10310 =312+ 1 dt =
0 21 0
t7 3t 1 3 —5+21 16 32
=2 [ ——4+——t3+¢ =2-|—= =2 ———=2-—=—
( 7+ 5 +> o ( 7+5) 35 15 35
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1314. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
w/6
/ cos®z dx .
0

Rozwigzanie:

Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamosé trygonometryczna.
Przyjmijmy 2z =cosz +isinz. Wowcezas

n . n . 2Nz
" =cosnx+isinnr, 2z "=cosnr—isinnr, cosnr= 5
Zatem 6
6 z+z71 204621 +1522+20+ 1522+ 6244270
cos’ T = = _
2 64
B cosbx n 3cosdx n 15cos2zx +3
32 16 32 16"
Wobec tego
w/6 /6
6 cosbxr 3cosdxr 1bcos2x 5
cos’rdr = + + + " dr=
] ! 32 16 32 16
/6 w/6 . ) . /6
_ / 0036x+30084x+150032x do+ / de:sm6x+3s1n4x+15sm2x _,_E.i:
: 32 16 32 2 16 192 64 64 o 6 16
_sinm N 3sin(27/3) N 15sin(7/3) _'_51 B L—i— 3 (\/§/2> N 15- (\/5/2) +5£ _
192 64 64 96 192 64 64 96
18-(V3/2) 51_9\/§+51
N 64 9 64 96

57 93

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ % + oL

1315. Obliczy¢ catke

s
/singx dz .
0

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometryczne;.
Przyjmijmy
z=cosr+isinx,
co daje
z—z71 LA -
21

z" =cosnx+isinnz, 2z~ " =cosnx —isinn, sinx =

Lista 18R - 404 - Strony 389—417



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
.8 (2 —z! ) ® 28826492824 — 56224+ 70—562 2428274 —82 6428
sin®x =

2 256
_ COs 8r cosbxr Tcosdxr Tcos2x n 35
128 16 32 16 128"

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze caltka z cosinusa po pelnym okresie
jest zerem, pozwala wydatnie uprosci¢ obliczenia):

7 Tcos8r  cosbr Tcosdr Tcos2zr 35 357

O/Smx v / 7128 6 T 32 16 128 T 128

OdpowiedZ
Dana catka ma warto$¢ 35m/128.

1316. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
2m

/sin2 x-costx d .
0
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-m, gdzie w liczba wymierng.
Rozwigzanie:

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometryczne;j.
Przyjmijmy 2z =cosx+isinz, co daje

2" =cosnx+isinnz, z " =cosnx—isinnz, cosnNT = —5 sinnr =
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
z—zN\? (z421\? (2724272 (M 42+ 6+427 2427
2i 2 B —64
042 P 4?27 470 cos6r cosdr cos2z 1

sin?z-cos*x = (

—64 32 16 * 32 +16'

Inna wersja najbardziej ucigzliwego fragmentu powyzszych rachunkéw:

z—z71 2 24271 4_ z—z7l 2427t 2 24271 2_ 22— 272 2 24271 2
(22')'(2)_(2@"2)'(2>_(4¢>'<2>
(2 =2+4271)- (2 42+272) 204220 —22—4— 272422714 27O

—64 B —64 '

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu calke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uprosci¢ obliczenia):

2 2 cosbxr cosdxr cos2z 1 T
) 4

: dr= [ — - + +—dr=—.

0/8111:5005:51: '0/ % 16 D) 16 T 3

Odpowiedz: Podana calka oznaczona ma wartos¢ 7 /8.
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1317. Udowodnié¢ nieréwnosé A
T

/cosloa:dx<7r.
0

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometryczne;.
Przyjmijmy
z=cosr+isinx,

co daje
n . n . A A
Z" =cosnx+isinn, z " =cosnx —isinnx, CoOSNE = 5
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
24271 10
10, _
cos " x = ( 5 )
21041028 4+452041202" + 21027 42524210272 + 12027+ 45270+ 10275+ 2710
N 1024 N
_cos 10x n 5cos8x n 45 cosbx n 15cos4x L 105 cos2x n 63
- 512 256 512 64 256 256

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu caltke (zauwazenie, ze calka z cosinusa po pelnym okresie
jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):

7coslox d Teos 10z . dcos8x . 45 cosbx . 15cosdx n 105cos2x . 63 d 637 o
) ) 512 256 512 64 256 256~ 64

1318. Znalezé taka funkcje dwukrotnie rozniczkowalng f: R — R, Ze
f"(z)=cos*z dla kazdego z€R,
a ponadto f(0)= f(m)=0. Obliczy¢ f(2n).
Rozwigzanie:

Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamosé trygonometryczna.
Przyjmijmy 2z = cosz +isinz. Wowcezas

Z"=cosnx+isinnr, 2z "=cosnr—isinnr, CcOSNT= 5

Zatem

A <z+z_1>4 244224 6+422 4270 COS4JI+COSQCL‘+3
cos*z = = = :
2 16 8 2 8

W konsekwencji

, cos4dr cos2z 3 sindr sin2x 3z
fz) g g TgMT gyttt
oraz
sindr sin2x 3z cosdxr cos2x 3x?
f() S R N TR T g 16 YTt

Lista 18R - 406 - Strony 389—417



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

Z warunku f(0) =0 otrzymujemy

1 1
- 4D=0
128 8 + ’
skad D =17/128. Natomiast z warunku f(7) =0 otrzymujemy
1 1 3r? 17
"8 &1 T

co daje C=—3m/16.
Szukana funkcja jest wiec dana wzorem
cosd4x cos2x 3x% 3wx 17

f(X) = - + - + ’
128 8 16 16 128

a przy tym
cos8t  cosdm  3(27)% 3x(2r) 17  3w?

f(2m) =

128 s T 16 16 198 8

1319. Wyznaczy¢ taka liczbe wymierna a <7, ze
7

d
/x2f—1:%'

a

Rozwigzanie:

Poniewaz
7

dx
/x2+1 =arctg x

=arctg 7—arctg a,

r=a

pozostaje znalez¢ liczbe a speliajaca rownanie
s
arctg 7 —arctg a = 1 =arctg 1,

czyli
arctg a =arctg 7T—arctg 1.

Poniewaz arctg t jest argumentem liczby zespolonej 1+ ti, otrzymujemy

arctg a = arctg 7—arctg 1 = arctg 7+arctg (—1) = arg(1+7i) +arg(l —i) =
3 3
=arg((1+74)-(1—1i))+2km = arg (8+61) + 2kmw = arg (1 - 4@') +2km = arctg 1 +2km,
skad po uwzglednieniu nieréwnosci

3 0w
O<arctg1<§

0 <arctg 7—arctg 1 < g

wynika k=0 oraz a =3/4.
Odpowiedz: Warunki zadania spelnia liczba a =3/4.
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1320. Podaj wartosc¢ catki oznaczonej. Wynik zapisz w postaci w albo w-,/p, gdzie w jest
liczba wymierng zapisana w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego, a p jest liczba
pierwszg.

/2 w/3

a) /sin3xdx:2/3 b) /sin?’xdx:5/24
0 0
w/2 /2

c) /sin3mdx:3/8-\/§ d) /singxdx:5/12-\/§
/6 7r./4

1321. Podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parame-
tru p, dla ktérych podana liczba zespolona z spelnia nier6wnosé¢ |z —1| > |z —3].

a) z=logyp+i-logsp, (4, oo) b) z=logsp+i-logsp, (9, oo)

c) z=logsp+i-log.p, (25, oo) d) z=log;p+i-log,p, (49, oo)
1322. Niech z=1—1. Podaj w postaci kartezjanskiej:

a) 2'=8+8-i b) *=16

c) 2’=16—16-i d) 2"'=-32-i

1323. Niech z =+/3+i. Podaj czesé rzeczywistg potegi liczby z:
a) Re(2")=—16-V3 b) Re (%) =—64
c) Re (z7> = —64-V3 d) Re (zg) =—128

1324. Podaj taka liczbe rzeczywista dodatnig a, aby liczba zespolona z podanej postaci
spetniata rownanie z =27 ".

2 3

a) z:g—l—az’, a=v5/3 b) z:g—l—ai, a=4/5
I 4

c) z:Z+az, a=+v15/4 d) z:g+az, a=3/5

1325. Dla danej liczby naturalnej n podaj taka liczbe wymierng w, ze
arctg n+arctg w = arctg(n+1) .

a) n=2, w=1/7 b) n=3, w=1/13
c) n=4, w=1/21 d) n=5 w=1/31

1326. Dla danej liczby naturalnej n podaj taka liczbe wymierna w, ze
arctg n+arctg w = arctg (2n) .

a) n=1, w=1/3 b) n=2, w=2/9
c) n=3, w=3/19 d) n=4, w=4/33
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1327. Obliczy¢ wspoétezynniki szeregu Fouriera funkcji f: R — R okresowej o okresie 2w okre-
slonej wzorem
1 dla z€]0, 7/2]
10 dla ze(n/2 2n)

Doprowadzi¢ wzory na wspétczynniki szeregu Fouriera do postaci niezawierajacej funkcji trygo-
nometrycznych (czyli w ostatecznej postaci nie powinny wystepowaé¢ w tych wzorach wyrazenia
typu sinnm czy cosn).

Rozwigzanie:
Stosujac wzory na wspolezynniki szeregu Fouriera otrzymujemy:
w/2
1 /2 1
= — d = — == —
0= or 0/ T T
T /2 =
s sinnz / sin (nm/2) 0 dla n=0(mod 2)
ap = — / cosnz dxr = == (_1)(n—1)/2
T oo nm ~—————— dla n=1(mod 2)
nm
™ /2
bn:l //QSinnxdx:—Cosnx / _ 1 —cos(nm/2) _
T nm nm
0 =0
1
— dla n=1(mod 2)
] 1= (=1)2 B
1= (=0 dla n=0(mod 2)
nm
1 1
— dla n=1(mod 2) — dla n=1(mod 2)
nm nm
=¢ 0 dla n=0(mod4) ;= 0 dla n=0(mod 4)
2 1
il = dl =2 d4
- dla n=2(mod 4) (n)2)m a n=2(mod 4)
1328. Niech _ _
X sinn X sinne
fo=3 0 o glo)=y
n=1 n=1
Zakltadajac pelng beztroske w manipulowaniu szeregami funkcyjnymi, obliczy¢ wartosé catki
2
[ f@)g(x)dz.
0
Rozwigzanie:
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Korzystamy z tego, ze sinusy o roznych czestotliwosciach sa prostopadte, czyli catka z ich iloczynu
jest zerem:

- . m dla m=n
sinnz -sinmax dx =
5 0 dla m#n
Otrzymujemy
27 27
X sin n:c X sinmx sinnx sm mx
[ fg(a) de= [ 32 =0 g S S [ o =
0 0 n=1 m=1 n=1lm= 10
oo 2T sinnx sm n 0 27rsin2 nx X T s
:Z/ da::Z/ dr=>Y —=—.
n=1 0 2n 3n n=1 0 671 n=1 6” 5

Uwaga: Idea powyzszych rachunkow jest nastepujaca: iloczyn skalarny dwéch wektoréw jest
sumgy iloczynéow odpowiednich wspotrzednych — tutaj role wspotrzednych speliaja wspotezynniki
szeregu trygonometrycznego (z doktadnoscia do statego czynnika).

W rozwigzaniu mozna tez powotla¢ sie bezposrednio na posta¢ iloczynu skalarnego w bazie
ortogonalnej sinusOw i cosinusow.

1329. Obliczy¢ warto$¢ sumy » Wolno skorzysta¢ z gotowych wartosci calek:

—n?+2
2 2mv2
/exﬁdx:ei,
0 ﬂ
21 47T\/§_1
/e%\/idxzie ,
0 22

o

2
/I‘[cosnxdx—(e%ﬁ—l)- V2 )
0

n242
27 “n
/exﬂ sinnz dx = <62”\@ — 1) T .
5 n?+2

W miare mozliwosci rozwigza¢ zadanie dwoma sposobami i porowna¢ wyniki. Dla czytelnosci
przeprowadzanych rachunkéw oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢ oznaczen:

A:ezwﬂ—l oraz B:e%ﬂ—l—l.
Wskazéwka: Wykorzystaé szereg Fouriera funkcji f(z) = V2 dla z € (0, 2m). Powolaé sie na
zbieznos$é tego szeregu w wybranym punkcie lub wykorzystaé¢ réwnos$é Parsevala.
Rozwigzanie:

Na wstepie zauwazmy, ze na mocy podanych réwnosci szereg Fouriera funkcji f okresowej z okre-
sem 27 i okreslonej na przedziale [0, 27) wzorem

zv2

e dla z€(0, 2m)
flx) =1 o
(@) {62 f“ dla =0
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ma wspotczynniki
627ﬂ/§ _ 1

ag=———,
0 212

1 2

f.(e%\/ﬁ_l). V2

T n?+2’
1 —n
b= (2 1) ,
T n?+2
a ponadto jest on punktowo zbiezny do funkcji f, gdyz f ma w punkcie nieciggto$ci wartos¢ réwna
sredniej arytmetycznej granic jednostronnych.
Sposob
Poréwnujac warto$¢ funkcji f w punkcie x =0 z sumg jej szeregu Fouriera w tym punkcie
otrzymujemy

Ay =

£(0)= ioan,

czyli

627r\/§+]- e27r\/§_ 1 4 \/5 ( 27v/2 1) io: 1
= —_— e — .
2 27T\/§ T
Stad otrzymujemy kolejno:
e27r\/§+1_627r\/§_1:\/ﬁ.(e%ﬁ_l).oo 1
2 22 T
NI V() S
2m/2 T = n’42

7T\/—627rf+71'\/_ 2“‘[—1—1_% 1
4.(627rf_1> C Zn242’
WﬁB—A_i 1
4A 242

Sposéb 11
Korzystajac z rownosci Parsevala:

27 00

/f(:ic)2 dr=2mai+7 Y (ai +bfl>

0 n=1
otrzymujemy

T V2 00 2
i ) 1 () VY (i)Y
2v/2 4m T n2+2 n2+2 ’

co przepisujemy kolejno jako:

27r\/§_1 . 27r\/§+1 27r\/§_1 2 1 2 00 1
) WP

22 47
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22 A7 7T =n2+2’
2 Y
22 4dr T in+2
47 T =n24+2’
W\/ﬁezﬂ‘/ﬁ—kﬂx/ﬁ—e%ﬂ—kl & 1
4.(e2m/§_1> —n242’
WﬁB_A_i 1
4A  mn2 42
1330. Wiadomo, ze
) 2 2
ZCOS;”:%—%+% dla  0<z<2r.
n=1 T
Obliczy¢ wartos¢ sumy
X (=1 11 1 1 1
— =l =t ——+...
Lonryp ETmE mteoE T

Wskazéwka: Scatkowaé podany w zadaniu szereg trygonometryczny i wstawié¢ x = /2.
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f bedaca suma szeregu funkcyjnego
> sinnr X

fle)=>2 > fol@), (5)

n=1 n3 B n=1
gdzie f,(x)= w, a wiec f1(x)= COS;L % Poniewaz, szeregi liczbowe
n n
o o0 1
S Ll=> =
n=1 n=1T
oraz - ~ 1
L= =
n=1 n=1"1
sa zbiezne, szeregi funkcyjne Y f, oraz Y fI sa zbiezne jednostajnie i w konsekwencji szereg (5)
n=1 n=1
mozna rézniczkowaé wyraz za wyrazem. Zatem dla x € [0, 27| mamy
o0 ) 2 2
, , cosnr x° Twr T
—= ey _— + -,
skad
r? wx 7 r wz? 7wx
= fllx)de=] "4 —do="——"4+""4(C.
/() /f(‘”)x/zl 2 T 1 T T
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Zauwazmy, ze ze wzoru (5) wynika f(0) =0, skad C'=0 i w konsekwencji

3 2 2

¥ mat

fW=p-"1T%%

Przyjmujac x =7/2 we wzorze (6) otrzymujemy
00 (_1)n 7T3 7T3 ’7T3

n=0

2 ontip 06 16712 "

0o < 2.

3~1_6+8:7r3 3

9 32

Odpowiedz: Suma szeregu liczbowego podanego w tresci zadania jest réwna 72 /32.

Analiza Matematyczna 2, lato 2025/26

1331. W kazdym z zadan 1331.1-1331.10 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki ozna-

czonej.
> sinnx > sinnz
n=1 n=1
>, sinnw >, sin2nx
C(z) =
(=2 o 210
[ ae=7 /

1331.1. [ A(x)*dr=— 1331.2. [ B(z)*do=—
) 15 5 24
[ewri=g /

1331.3. [ C(z)*dr=— 1331.4. [ D(x)*dr=—
5 99 5 99
2w o 2w o

1331.5. | A(x)B(z)dr=— 1331.6. | A(x)C(x)dr=—
0/ 19 0/ 39
27 T 2T ™

1331.7. | A(x)D(z)dx=— 1331.8. | B(z)C(z)dx=—
o/ 159 0/ 49
27 T 27 T

1331.9. | B(z)D(x)dr=—— 1331.10. [ C(x)D(x)dr=——
[ B)D)dr= 20 [ Cw)Di)de= o0
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1332. W kazdym z zadan 1332.1-1332.21 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki (jako
liczbe wymierng lub jako iloczyn liczby wymiernej i liczby ).

cosnx

-y

n=1
X cos3nx

D)= 3“2

n=1

2
1332.1. [A(e)?de=
0

cos 2nx B Z cos( 2n—l— 1)z
=~ 3n ) — )
> cos(3n+1)x > cos(3n+2)x
Br)=y OO pgy = 3 B
el 10 oy} 10
A ™
1332.2. [ B(z)?do =
5 8

1332.3. /(J(:z:)2 dr="
J 8

2w

1332.4. /D(x)2 dr = —
0

99
2 o 2 o
1332.5. [ B(z)?dz=— 1332.6. [ F(z)?dz=—
0/ 99 0/ 99
3 A 03
1332.7. /A(x)B(x) dr= 1332.8. /A(x)C(x) dr=_
0 0
27 2w
i T
1332.9. [ A(x)D(z)dx=— 1332.10. [ A(x)E(z)dxr=—
0/ 79 O/ 158
27 s
1332.11. [ A(x)F(x)de= 1332.12. [ B(2)C(x) dz=0
) 316 /
2 o 2w 307
1332.13. /B(x)D(x) dr=—— 1332.14. /B(:L‘)E(a:) do =
J 2699 J 2699
2 o 2 907
1332.15. [ B(x)F(x)do=__ 1332.16. [ C(x)D(x)de=_
J 8097 J 2699
1332.17 70( VE(z) T 1332.18 70( VP () do = 0%
xXr . . xXr xXr xr=———"
J 2699 ) 2699

1332.19. /D(x)E(:v) dr =0

2
1332.20. /D(:):)F(:):) dr =0
0

1332.21. /E(a:)F(a:) dz =0
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1333. W kazdym z zadan 1333.1-1333.16 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ calki ozna-

czZonej.
oo 3 3

3 sinnx p-sinx
Wskazoéwka: E =

= dla p>1.
n=1 D" p?+1—2p-cosz p

1333.1 7 sin?x dx T 1333.2 7sin2xdx _2£
h 4 5—4cosr 4 - ) 5—3cosxr 9

27 . . 2m . .
“sing-sin2xdx ™ “sinz-sin2xdxr 27

1333.3. —_—_— 1333.4. = —
/ H—4coszx 8 / 5—3cosx 27

0 0

1333.5. /smx smed:z:_l 1333.6. /smaj sin3x dx _2771'
0 0

5—4cosx 16 5—3cosx 81

1333.7 7 sinxde 2w 1333.8 7 sinffode w
") 13—=5cosz 25 ) 17—8cosz 16
2 ) 27 ra2
1333.9 / sin“ x dx _T 1333.10 / sin“x dx _r
e J (5—4cosz)* 12 o J (5—3cosz)* 18
Tosin?rde ™ T sin?zde ™
1333.11. = 1333.12. =
/(13—5COSZL‘)2 150 O/(17—8COSZE)2 240
21 )
sin“x dx ™
1333.13. =—
/(5—4COS$)-(5—3COSZL’) 15
2 .. 92
sin“x dz ™
1333.14. =
/(13—500856)-(17—8(:0556) 190
1333.15 7 s’z du S
7 ) (5—4cosx)-(13—5cosx) 45
1333.16 7 s’ da _ 2
) (5—3cosx)-(13—5cosx) 105
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1358. Obliczy¢ sume szeregu
X cos nx

>

n=0 3"

sprowadzajac wynik do postaci
a+bcosx

ct+dcosx’

gdzie a, b, ¢, d sg liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy

z=cosx+1sinw.
Woéwezas dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
2" =cosnx+isinnx

i w konsekwencji

cosnr=Rez".

Przeksztatcamy dany w zadaniu szereg, korzystajac po drodze ze wzoru na sume szeregu geo-
metrycznego:

00 o] R © n 1 3
Zcosn:c Z ez" e Z*_ReZ(z> e _—Re _
n=0 = n=0 3 1—§ 33—z
3 3-(3—cosx+isinz) 3-(3—cosx)
3—cosz—isinx (3—cosz)?+sin“x  9—6cosz+cos?zr+sin‘x
~ 9—3cosx
~ 10—6cosx
. 4. , . .. ) 9—3cosx
Odpowiedz: Suma szeregu danego w tresci zadania jest rbwna ———.
10—6cosx

1366. Dla podanej liczby b podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich takich liczb rzeczy-
wistych a, ze potegowy szereg zespolony

3\:

jest zbiezny dla z=a+ bi.
Uwaga: Istotna czescig zadania jest okreslenie przynaleznosci do przedziatu jego koncow.

242 11

a) b=0, a€[—1,1) b) b:T’ ae[_3, 3}
\/§ 11 1 \/§ \/5

C) b:7’ a€<_23 2:| d) b:§, CLG!_2 ’ 2]

1367. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
X (2n+1)"- 2"
>

= (Bn+2)"
Jesli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci.
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Rozwigzanie:
Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci danego w zadaniu szeregu traktowanego
jako szereg liczbowy z parametrem z. Otrzymujemy
j‘@n%—l)“-z” _(nt1)-fz|  2-J2
(3n+2)n 3n+2 3

2-|2|
3

2-|7]

3
Jezeli <1, czyli 2] < 2’ to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

Jezeli za$ > 1, ezyli |z] > Y to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest réwny 5

Pozostaje rozstrzygnaé zbieznosé szeregu na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci, czyli
dla |z| =3/2. W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu:

‘(Qn—i-l)”-z”_(2n+1)"-3"_(6n+3)”_<1_ 1 )”_
(Bn+2)" | (3n+2)m-2n  (6n+4)n 6n+4)

1 \6n+a\ G e 1
e 1— -1 —_ .
(( 6n—|—4) ) = () g7 Y

Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazow szeregu dazg do liczby réznej od zera, szereg jest
rozbiezny.

Odpowiedz: Obszarem zbieznosci danego szeregu potegowego jest koto o srodku w zerze i pro-
mieniu 3/2 bez brzegu.
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