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KOLOKWIUM nr 2, 28.10.2026, godz. 8:15-9:45
Zadanie 1. (10 punktéw)
Udowodnij, ze liczba log o) 5 jest niewymierna.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zal6zmy, ze liczba log s o) (3 jest wymierna i niech bedzie

ona réwna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to liczba ujemna,

bo podstawa logarytmu jest wieksza od 1, a liczba logarytmowana jako réwna ,/8/9
jest mniejsza od 1). Wéwczas otrzymujemy kolejno
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2m.3n=(2v2)" 3™,

22m . 32n — 23n X 32m .

Wykazemy, ze powyzsze réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Zauwazmy, ze obie strony powyzszej rownosci zapisane s w postaci uporzadkowanych iloczynéw
poteg liczb pierwszych.

Z twierdzenia o jednoznacznos$ci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach
rownosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2m = 3n
{ 2n = 2m

Jednak powyzszy uktad rownan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla takiego

rozwigzania mielibySmy
2n=2m=3n,

czyli 2n=3n, co nie jest prawda dla dodatniej liczby n.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie rzeczywi-
ste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.

2¢/2
Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log; ) (3) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze liczba log s s (3) jest niewymierna.
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Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb natural-
nych, btedne jest kazde rozwigzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne
lub
e nie zauwazono, ze liczba w tresci zadania jest ujemna i zapisano ja w postaci utamka o dodatnim
liczniku i mianowniku.

Zgodnie z ogdlng zasadg, czesciowa punktacja za bledne rozwigzanie musi by¢ nizsza niz 50%,
a zatem takie rozwiazania nie moga by¢ ocenione na wigcej niz 4 punkty. Jednak sprawdzajacy
ma prawo uznaé¢ powyzsze btedy za dyskwalifikujace i dawaé za takie rozwigzania 0 punktéow.
A moze dawaé¢ 4 punkty lub cokolwiek pomiedzy 0 a 4 — to jego suwerenna decyzja, ktérej nikt
nie powinien podwazac.
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Zadanie 2. (10 punktow)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnosé

22049 n < on +22060 .

Przypomnienie: 21t = 2048.
Rozwigzanie:
Dowod nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 2048.
Dla n < 2048 zachodza nieréwnosci
92049 ) < 92049 9148 — 92049 91l _ 92060 _ gn 4 92060
skad wynika prawdziwosé nieréwnosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 2049.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n = 2049 poréwnujemy lewg i prawa strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2219.2049 |
P= 22049 4 22060 — 22049 X (1 + 211) — 22049 2049
skad L= P.
2° Niech n > 2049 bedzie taka liczba naturalna, ze
22049 n< on + 22060 ]

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego checemy wykazaé, ze z powyzszej
nierownosci wynika nier6wnos¢

22049 . (n+ 1) < 2n+1 +22060 ]

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz
z nieréwnosci n > 2049 otrzymujemy

I = 22049 . (n+ 1) _ 22049 . n+22049 < on + 22060 + 22049 < on + 22060 + on — 2n+1 +22060 —p ,

co konczy dowdd indukeyijny.
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Zadanie S« (10 punktow)
Dobierz odpowiednie liczby catkowite dodatnie s i ¢ oraz odpowiednia liczbe wymierna dodat-
nia C' i udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

C'< (\/n18+8n10—n9)5 : (\/3 18+7n10—n6)t <10C.
Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoroéw na réznice kwadratow i szescianéw oraz wykonujac odpowiednie szacowania
otrzymujemy

8n 'l 8nt? 8n 'l
2n = < Vni84+8p10—p? = < =4n
VB +8nE4n? VB 800400 /B 0+nf
oraz

1 B n'o <
ﬁ_(n18+7n18)2/3+n6,(n18+7n18)1/3+n12 =
10
< UnB4+7pl0—pnb= m
(n18+7n10)2/3_|_n6,(n18+7n10)1/3+n12
- nto 7
T (n84+0)P fnb- (n1840) /24 n12 302

czyli podumowujac:

2n < VnB+8n10 —n? <4dn

1 7

< ,3/n18+7n10_n6< -
n

n2
Wobec tego
s 45 .7t
250572 (\/ n'8 +8n1o —ng) : (\/3 18 4 7p10 —n6>t < 3t7 TR

Aby w oszacowaniach otrzymaé¢ wartosci niezalezne od n, musimy przyja¢ s — 2t =0. Poniewaz
oszacowania dolne i gorne "rozjezdzaja’ sie wraz ze wzrostem wyktadnikow s i ¢, chcemy je
wybra¢ mozliwie mate. Wobec tego przyjmujemy t =11 s =2, co prowadzi do

16- 4. 2
4<(«/n18+8n10_n9>2.(,3/7118_‘_7”10_”6) <637:4.37:4.§<10.4.

Udowodniliémy wiec wymagane nierownosci ze statymi s=2, t =1 oraz C'=4.

Uwaga: Uzyskane oszacowania 4 i 112/3 nie daja sie poprawi¢, bo dla n =1 szacowane wyra-
zenie przyjmuje wartos¢ 4, a dla bardzo duzych n jest bliskie 112/3. Zatem w kazdym poprawnym

o6
rozwigzaniu musi by¢ s =2, t=1 oraz C € [15, 4} :
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Zadanie 4. (10 punktow)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnosé
n 2, 1 3. 92 2
SR (k1)< T )7 (n+2)
k=1

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowodd indukcyjny.

1° Dla n=1 lewa strona dowodzonej nierownosci ma wartos¢ 8, a prawa 72/7 = 10%. Zatem
dana w zadaniu nier6wnos¢ przyjmuje postac¢ 8 < 10%, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

n 2. (n+1)% (n+2)?
B+1)3 <2 .
kgl ( ) 7

Wykazemy, ze woéwczas
ntl (n+1)%-(n42)*- (n+3)?

S (k+1)7° <
k=1 7

(%)

Wychodzac od lewej strony nieréwnosci (&) i korzystajac z zalozenia indukeyjnego otrzymuje-
my

n+1 2, 1)3. 2)2
L= khgry < ot )7 (42 1) (4 2)P =
k=1
1 2, 2 2
:(n+ )7(n+ ) -(nQ-(n—i-l)—i—?-(n—i—l)-(n—l—Q)):
1)2. 92)2 1)2. 2)2
_(nt )7<”+ ) -<n3+n2+7n2+21n—|—14):(n+ >7("+ ) (n®+8n+21n+14) .
Z kolei prawa strone nieréwnosci (é) mozemy zapisa¢ jako
1 2, 2 3, 2 1 2, 2 2
1)2-(n+2)? 1)?-(n+2)?
:(n+ )7(n+ ) .(n—|—2)~<n2—|—6n—|—9):(n+ )7(n—|— ) <n3+6n2—|—9n—|—2n2+12n+18):
1 2, 2 2
_ (1) (n+ >-@ﬁ+8n?+mn+1$.

7
Stad otrzymujemy

(n+1)*(n+2)*

7
(n+1)%-(n+2)?

<

7

co konczy dowdd drugiego kroku indukeyjnego.

L<

(0 +8n”+21n+14) <

-(n®+8n°+2In+18) =P,

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udowodniona
dla kazdej liczby naturalnej n.

Kolokwium 2 -5 - Rozwigzania



