Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

Kolokwium nr 1: éroda 14.10.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-96.

Zadania do oméwienia na éwiczeniach! w pigtek 2.10.2026,
poniedziatek 5.10.2026, pigtek 9.10.2026 i poniedzialek 12.10.2026.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

Zadania bedg omawiane na ¢wiczeniach tylko w miare wolnego czasu — prosze umieé
wskazaé zadania, ktorych rozwigzania chcecie Panstwo zobaczy¢.

Przypomnij sobie ze szkoly: wzory skréconego mnozenia, wzér dwumianowy
Newtona, postep arytmetyczny i geometryczny, logarytmy.

0. Omoéwié zadania z testu kwalifikacyjnego.

Oznaczenia:
n
Y ai=am+ami1+amiotamist ...+ a1ta,
i=m
n

H A; = Qm - Omy1 - A2 Am43° ... Ap—1 " 0p
i=m

Oblicz wartosci wyrazen (doprowadz wynik do mozliwie prostej postaci):

5 100 10 100 24 6 2025
1) 4 2. > 3. Y7 4. > i 5. i 6. []: 7. ] &
=3 1=—99 1=—10 i=1 i=1 1=1 1=—2025
2024 1 9799 1 1
8. Y ——— 9. 10.
Py Y L rinTe Z WS
2025 7 2025 m—1
11. 1‘[(1+ > 12. Y logglog, (n+2) 13. [T I (¥m— ¥/n)
n=1 n=2 m=2 n=1

14. Wiadomo, ze wsrod nastepujacych szesciu liczb
34652 —2, 3465%—4, 34652—8, 3465°—16, 3465°—32, 3465°—64
trzy sa pierwsze, a trzy ztozone. Ktore z podanych liczb sa pierwsze?
15. Uzupetié¢ wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie rownosci za-

stadpié pojedynczym znakiem.
a) a®>+b3=(a+b)-...

b) « —53 (@a=b)-.

c) a® (a2+ab+b2)
d) a4...b4:(&+b)-

e) at..b*=(a—0)-.

Powtérka ze szkoty ok. 4 godzin i indukcja/dwumian ok. 4 godzin.
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j) (a=byP’=a’—...

k) a"—b"=(a—0)-...

1) a"+b"=(a+b)-... - dla ktérych n ?
m) a"—b"=(a+b)-... - dla ktérych n ?
n) a"+b"=(a*+0?)-... - dla ktérych n ?
0) a"—b"=(a®*+b*)-... - dla ktérych n ?

16. W liczbie dziewigciocyfrowej podanych jest 5 cyfr. Wpisz brakujace 4 cyfry tak, aby
uzyskana liczba byta kwadratem liczby catkowite;.

a)l11010[1]8 ; b)|4]10]|0]|2]|4 ;
c)|9]10|0|2|4 ; d)|9(0|10]|4]8
17. Zapisz podang liczbe wymierna w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
1 1 1 1
a) — U ;' b) - U ;
VE—1 V5+1 V-1 V7+1
) 1 1 Q) 1 1
c — T ; — e, .
V1I-1 1141 Vv13—1 13+1
18. Zapisz podang liczbe w postaci iloczynu dwoch liczb catkowitych wiekszych od 1.
a) 9991=......... ;b) 89951=......... :c) 999919= ......... ;d) 8999999= .........
19. Dla danej liczby n podaj dwucyfrowa liczbe pierwsza p bedaca dzielnikiem liczby n.
a) n=77"" 24N p= :b) n=69%2-20122 p=... . ... .............. :
c) n=5113342213 p= . ;d) n=6619—-3116 p= ...
20. Podaj liczbe rzeczywista x, dla ktérej zachodzi podana réwnosé.
a) 34+9*=30 dla z=.................... ;b)) 22447=12 dla o= .................... ;
c) 2°48"=130 dla z= ................... ;d) 2°4+47=132 dla = ........ ...

21. Wiedzac, ze

14 =1001 14 =2002 14 = 3003
4] ’ 5) ’ 6/ '

podaé¢ wartos¢ wspotezynnika dwumianowego

) (f) o  b) (165> o o) (166> o  d) Gg) o

Uwaga: Potegowanie wykonuje sie od ¢dry, tzn. a* = a®).
a) a=5, k=2, nm=... ... ... : b)
c) a=2, k=5, n=... ... ... ;d)
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23. Wskazaé taka liczbe C, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych n i k, gdzie
n > k+2, prawdziwa jest rownos¢

n LC n . n o\ _ (n+2
k k+1 k+2) \k+2)°
24. Uporzadkowac rosnaco nastepujace liczby:
100 100 100 100 100 100
7 ) \2r ) \47 ) \57) \77) \97 )
25. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c zachodzi réwnosé
a+b+c\ (b+c\ [(a+tb+c)\fa+tc
a b ) b a |’
Uwaga: Przyjmujemy, ze w postepie geometrycznym wszystkie wyrazy sa rozne od zera.

26. Obliczy¢ sume postepu geometrycznego
14+34+9+27+...+3".

27. Pierwszy, czwarty i dziesiaty wyraz postepu arytmetycznego tworza (z zachowaniem kolej-
nosci) postep geometryczny trojwyrazowy. Wyznaczy¢ iloraz tego postepu geometrycznego.

28. Wyznaczy¢ pierwszy wyraz postepu arytmetycznego z poprzedniego zadania, jesli wiadomo
ponadto, ze jego siodmy wyraz jest réwny 21.

29. Jezeli w poprzednich dwéch zadaniach uzyskat(a/e)$ odpowiedzi odpowiednio 2 i 7, rozwiaz
je ponownie, tym razem poprawnie.

30. Dla ktoérych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0 co najmniej jeden z wyrazow jest
rowny 0.

31. Dla ktoérych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie geometrycznym n-wyrazowym o iloczynie wyrazéw réwnym 1, co naj-
mniej jeden z wyrazéw jest rowny 1.

32. Dla ktoérych liczb naturalnych n > 3 dowolny postep geometryczny n-wyrazowy ma dodatni
iloczyn wyrazéw?

33. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 istnieje postep arytmetyczny n-wyrazowy o sumie n
i jednym z wyrazéow réwnym n ?

34. Dla ktoérych liczb naturalnych n podany wzoér jest poprawnym wzorem na sume n-wyrazo-
wego postepu arytmetycznego aq, as, ..., a, 7

3
a) Sn:a?+a§+“12.n b) Sn:all:al?.
C) Sn:a7+6§+(ln‘ d) Sn:a4+a7+jn_9+an'
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35. Dobra¢ takie liczby A, B (by¢ moze zalezne od n), aby otrzymaé wzér na sume n-wyrazo-
wego postepu arytmetycznego ay, ag, ..., .
a) S,=Aa;+Bay, (n>3)
b) S,=Aas+Ba; (n>=7)

36. W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym ai, as, as, ..., a, o sumie 90, co naj-
mniej jeden z wyrazow jest rowny w.

Dla podanej liczby n poda¢ liczbe w, dla ktérej powyzsze zdanie jest prawdziwe. Wpisz NIE,
jesli liczba w o zadanej wlasnosci nie istnieje.
a) n=>, W et ib) n=9, w=... ... :
c) n=10, w=..... .. . ... ;d) n=15, w=...... ... i

37. Dla podanej liczby n poda¢ przyktad rosnacego postepu arytmetycznego n-wyrazowego
o sumie wyrazéw réwnej n?, w ktéorym wystepuje wyraz réwny 1.
A) =3, ib) m=4, :
C) M=0, e cd) m=T

38. Zapisa¢ podane sumy w postaci utamka dziesietnego z przyblizeniem do 100 miejsc po
przecinku:

2025 | 2025 | 2025 | 2025 | 2025 (_1n
a) > o b) > 5 )X d) > ) > o
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
39. Uzupeti¢ zdanie: Dla dowolnego postepu ........... a1, Qo ..., Qp Clag a1+ 7, a0+ 7, ..., a,+7

jest postepem ............ciiiiiiinn.

40. Uzupeti¢ zdanie: Dla dowolnego postepu ................. ai, s, ..., ap ciag 7ay, 7as, ..., 7Ta,
jest postepem ...........coiiiiiiinnn.

41. Uzupehié¢ zdanie: Dla dowolnego postepu ............. a, as, ..., a, ciag al,al, ..., al jest
postepem ...,

42. Uzupeki¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .............. a1, A,y ..., Ay clag 7, 792, ..., 7% jest
POStEPem ..cvvvvniiiiiiieieenne,

43. Uzupehi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .............ccooo ai, as, ..., a, o wyrazach do-
datnich ciag log;a;, log;as, ..., log,a, jest postepem ...........................

Uprosci¢ wyrazenia

2+log,7 )

44. 4 2 45. log, ;52 -log;9 46. logs2 +log,e9 47. log 5 1y (V2+1)
48, 210835 _ jlogs2 49. (log,3—1og,9)*"* 50. (log,6—log,9)*"*

51. Uzupeti¢ drugie zdanie:
Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sig, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez te sama
liczbe rozna od zera.
Podobnie, wartos¢ logarytmu nie zmieni sie, jezeli podstawe i liczbe logarytmowang, ................
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Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.

52. Wyznacz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktorych prawdziwa jest podana im-
plikacja:

a)r>0=x+1>2 b) z<1=122>0 c)r<l=12*<0 d) 2°>32=2%>64

e) 2% >64=2">128 f) 2°<32=2%<64 g) 15 <64= 2" <128

53. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢
P42 434+ +n=(1+2+3+...4+n).

54. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
(SRS S S S B
6 24 60 7 (n—1)n-(n+l) 4 2n(n+1)°

55. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
3
( n) <7
n

Oszustwo  56. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
30n <2"+110. (%)

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny.
1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+ 110=112.
2° Zatézmy, ze 30n < 2™+ 110. Udowodnimy nieréwnosc¢
30(n+1) <21 +110. Stosujac zatozenie indukcyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:

30(n+1) =30n+30<2"+110+30=2"1 4110430 — 2" < 2" + 110,

przy czym ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla n > 5.
Zatem nieréwnosé (x) zostata udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzi¢, ze
dla n =2 mamy 60 <4+4110=114,
dla n=3 mamy 90 <8+110=118,
dla n=4 mamy 120 <16+ 110=126.
Tym samym nier6wno$¢ (k) jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.

W szczegolnosci wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnos$é¢ 180 < 174.

Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?

57. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
I O TS T B U
1827 64 7" n3 4 2m(n+1)°
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58. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

@ N (n;1> .\ (n;2> N (”;3> =P,

gdzie F,, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego okreslonego wzorami £} =Fy, =1 oraz F, o=
Foi1+F,.

Wyznacz liczbe podzbioréw A zbioru liczb naturalnych N={1,2, 3, ...} spemiajacych podane
warunki.

W ponizszych zadaniach przyjeto oznaczenie Ny ={k, k+1, k+2,...}.
59. 99 A, V (neA=(n+1)eA)

neN
60. 11 A, 99€ A, VN(neA:(nH)eA)
ne
61. 99€ A, vN(neA:>(n+l)eA)
nelN7z
62. 114 A, 99€ A, vN(neA:>(n+1)eA)
nelN7
63. 114 A, 99€ A, lv\I (neA=(n+1)€A)
nelN77
64. 22c A, 99€ A, VN(neA:>(n+2)eA)
ne
65. 1€ A, VN(neA:>(n+2)eA), vN(neA:>(n+3)eA)
ne ne
66. 1c A, VN(neA:(nJrS)eA), vN(neA:(nJrél)eA)
ne ne
67. 1€ A, vN(neA:>(n+4)eA), vN(neA:(n+5)eA)
ne ne
68. V (ne A= (2n) € A), V (neA=(n—-T)€A)
neN nENg
69. V (ne A= (3n)€ A), V (neA=(n—-T)€A)
neN nENg
70. V (ne A= (3n) € A), V (neA=(n—8)€A)
nEN nENg
71. V (ne A= (3n) € A), vV (neA=(n—-13)€ A)
neN neNy
72. V (n€e A= (2n) € A), YV (neA=(n—-31)€A)
neN n€Nsy
73. V (neA=(n?)eA), YV (neA=(n—-5)eA
neN( ( ) ) n€N6< ( ) )
74. V (neA=(n°)eA), YV (neA=(n—-5)€eA
nGN( ( ) ) nENe( ( ) )
75. V (neA=(n’)eA), V (ncA=(n-T7)€A
neN( ( ) ) n€N8< ( ) )
76. V (neA= (n"+1)cA), VY (neA=(n-T)eA
nEN( ( ) ) nENg( ( ) )
77. V (n€eA=(n°+2)€d), VvV (necA=(n-7)cA
nGN( ( ) ) nENS( ( ) )
78. Vv (neA:(n"’JrS)eA), V (neA=(n—-T)€A)

nGNg
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Zadania do samodzielnego przeanalizowania. Majg podane rozwigzania i bedg oma-
wiane na ¢wiczeniach tylko w miare wolnego czasu — prosze umieé¢ wskazaé zadania,
ktorych rozwigzania chcecie Panstwo zobaczy¢.

79. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi réwnos¢
4 n ) n 6 4o+ ny (n+l
4) \4) \4) T \4) \ 5 )’
80. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
1 2 3 4 5 6 n—1 1 1

37 o e e 1333 T T o) (1)1 2 2 (P—n+1)

81. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych k < n spelniajacych réwnanie
n n
k- = .
82. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
n?-(n+1)%-(2n+1)

14420 4+34 4. +nic< T .

83. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
(n+1)-< n) >4".
n

84. W miejsce kropek wstawi¢ jeden ze znakow >, <, a nastepnie dowies¢, ze dla kazdej liczby
catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

85. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+3)-<2n> >7.4771,

n

86. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
(n+4).< ”) S g2l
n
87. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2
n- <2n> > 421
n
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88. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2n+2
n
89. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2n+2 - (15)”
n 4)
90. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

v () () < v () ().

91. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
265.n<2n_'_271 ]

92. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
on (271) <4n>
2" > .
n 2n

93. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
328, <304 330

94. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
6n 4dn <(n+1) 6n 3n
n . . n . . .
2n n an n
95. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(2:) N gn—1 |
n+1 2

96. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

n 3.(n+1)3-(n+2)3
k1)< .
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