Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

Kolokwium nr 2: éroda 28.10.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-214.

Zadania do oméwienia na éwiczeniach! w pigtek 16.10.2026
, poniedziatek 19.10.2026, piatek 23.10.2026 i poniedzialek 26.10.2026.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

Liczby wymierne i niewymierne.

97. Czy istnieja takie liczby naturalne m,n>1, ze log,,n=13/7 7

98. Niech n bedzie liczbg naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby caltkowite oraz
znaki +,—,-,: 1 V/ zapisz liczbe niewymierng dodatnia mniejsza od %

OszusTwo  99.
ZADANIE: Dowies¢, ze liczba /3 — V8—+/2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:
Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba 1/3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta wymier-
na, to jej kwadrat 3 —+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba \/3 — /8 —v/2 jest

niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie II:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zatézmy, ze liczba \/3 — v/8 — /2 jest wymierna i oznaczmy

ja przez w. Wtedy
w:\/3—\/§—\/§
w—+V2= \/3—\/§

w? 4+ 2v2w+2=3-2V2
2v2(w+1)+ (w—1)(w+1) =0
Drzielgc ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zalozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci jest liczbg
niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

100. Liczby a i b sa dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba a+b jest
niewymierna?

101. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczby a, b, ¢ sa
wymierne?

102. Liczby a+0b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, ¢, d sa wymierne?

Liczby wymierne/niewymierne ok. 4 godzin i szacowanie ok. 4 godzin.
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Odpowiedzi, ktorych poprawnoéci nie da sie uzasadni¢ elementarnie, nie moga by¢ uznane.

Podaj przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
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Lista 2

0 <z <1 oraz x jest niewymierna,

V5 < <+/6 oraz = jest wymierna,

2

2% i 2% sg wymierne, ale 2° jest niewymierna,

(z+1)? jest niewymierna,

x jest niewymierna, ale ZU—G—% jest wymierna,
x jest niewymierna i 2% jest niewymierna,
2% 43" jest liczba niewymierna,

2%+ 3% jest liczba wymierna,

log,z +logsx jest liczba niewymierna,

logyx +logsx jest liczba wymierna,

log,z -logsz jest liczba niewymierna,

logyx -logsx jest liczba wymierna,

2% 4+log,x jest liczba catkowita dodatnia,

2% 4+log,x jest liczbg niewymierna,
x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
zV? jest liczba wymierng niecatkowita,

zV? jest liczba niewymierna,

log,(1+z) jest liczbg wymierna,

log,(1+x) jest liczba niewymierna.

- 10 -

2% i 2® sy niewymierne, ale ° jest wymierna,
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Zadania do samodzielnego przeanalizowania. Maja podane rozwigzania i beda oma-
wiane na ¢wiczeniach tylko w miare wolnego czasu — prosze umieé¢ wskazaé¢ zadania,
ktéorych rozwigzania chcecie Panstwo zobaczy¢.

123. Dowies¢, ze liczba log,s75 jest niewymierna.

124. Niech
a=2".3".6  oraz  b=2%.3".6".

Rozstrzygnac, czy liczba log,b jest wymierna czy niewymierna.

9
125. Dowiesc, ze liczba log(3/2) <8> jest niewymierna.

15
126. Dowiesc, ze liczba log 4,5 <8) jest niewymierna.

127. Dowiesé, ze liczba v/2+4 /3 jest niewymierna.

128. Dane sg takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby a+b+c oraz a®+b?+c? s wymierne.
Dowiesé, ze liczba ab+ bc+ ca jest wymierna.

129. Poda¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej dodatniej x # 1, ze liczba log, (z+10) jest wy-
mierna.
Wskazéwka: Zatoz, ze log,(z+10) jest rowne tak dobranej konkretnej liczbie wymiernej, aby

dato si¢ wyliczy¢ x.
Uzasadnié poprawnosé podanego przykladu, np. przez wyliczenie wartosci log, (z+ 10).

130. Podaé 4 przyktady liczb rzeczywistych dodatnich z # 1, dla ktérych liczba
log, (x4 120)

jest wymierna.
Wsk.: Najpierw rozwiaz poprzednie zadanie lub zapoznaj sie z jego rozwigzaniem.

Uzasadni¢ poprawno$é podanych przykladéw, np. przez wyliczenie wartodci log, (x4 120).

131. Dowies¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb naturalnych n > 2, ze liczba

> log,log,,(k+1)
k=2
jest wymierna.

132. Dowies¢, ze liczba logg,150 jest niewymierna.

5v/2
133. Udowodnij, ze liczba log 7/, <\7/_> jest niewymierna.
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Szacowanie liczb i wyrazen.

Ktoéra z liczb jest wicksza 7

2007\ 2007\
134. 123456123458 czy 1234572 135.
oy ( 666 ) ( 666 )
2007 666 2007 666
136. (V83-2) " czy (V83-2) 137. (V79-2)" czy (V79-2)
2007 666 2007 667
138. (V79-3) " czy (V79-3) 139. (V79-3)"" czy (V79-3)
17 16 100 150
140. 2100 700 141. 5* 00 142, — — 143. —
0 czy 3 5" czy 3 50 czy 71 3. 7 czy —— 11
gl 16333 17667 17666 2007 2007
144. 145. 146.
177 Y g1 33331+ 66661 33331 (666) <667>
2007 2008 2007 2007 2007 2008
147. 148. 149.
(666) oy (666) <1666> oy (1667) (1666) oy <1666>
1 1 1 1
150. czy V3746 51. czy 12 52. cz
V36 ¥ 36 Y V31—6 Y V9T—10
9 27/8 27 9/4
153. <4) czy <8) 154. logy27 czy log,8 155. logy8 czy log,h
156. log;127 czy log;;999 157. (logy3) -logs7 czy (log,7)-logs3
158. (log,3)-log;5 czy (log;9)-log,425 159. log,3 czy logsb
160. log,7 czy logs19 161. log,3 czy logs13 162. log;5 czy log;556

Wskazéwka do niektorych pytan:
Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sie, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez te sama
liczbe r6zna od zera.
Podobnie, warto$¢ logarytmu nie zmieni sig, jezeli podstawe i liczbe logarytmowang .....

201 2015
163. Ktora liczba jest wieksza: ( ) czy (7 V1 )

20 2015
164. Ktora liczba jest wicksza: ( ) czy ( )

2017 2015
165. Ktora liczba jest wieksza: ( ) czy (7 57)

2017 2015 ,
166. Ktora liczba jest wieksza: (7— V 77) (7 77)

11 10
167. Ktora liczba jest wieksza: 2’ czy 1000%° 7

168. Ktora liczba jest wieksza: a®” czy 1010 ?
Liczba a = v/2 wystepuje w plerwszym wyrazeniu 16 razy.

169. Ktora liczba jest wieksza: log,b czy logya ?
Przyjmujemy a =log,3 oraz b=log;2.
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170. Uporzadkowaé podane liczby w kolejnosci rosnace;j.
0250

A=10"", B=10"", Cc=10"", D=10""", E=(10)"
F=(100)10°, G=21%" pg—92 [—100" =22

171. Dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej n udowodni¢ nieréwnosci
2120 2122

n® <2"<n

172. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodni¢ dla niej nieréwnosci

2017 2018
2T < on < p?

173*. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodnié dla niej nieréwnosci

4n < 2" < gn

174. Udowodnié¢ nieréwnosé 1000
2

n" <2

dla wybranej przez siebie liczby naturalnej n > 1.
Nk

vz

T
175. Niech A, =v/2" " , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wykonujemy od
gory. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé A,, < 2.
.ﬂﬁﬂg
fﬁﬂﬁ.
2

176. Niech A,, = \/§ , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wykonujemy od

gory. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé A,, < 3.

177. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

D

nd’

C
’\/n2+ —n——|<
n

178. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
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< V/n8+3nb —nt
™m?—4n+5

Liczby C'i D musza speliaé¢ nier6wnosé D < 6C (wersja tatwiejsza).

Liczby C'i D musza spelia¢ nierowno$é D <4C (wersja trudniejsza).

S

179. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby caltkowitej dodatniej n zachodza nierownosci

6n't —3n842
S 6n!l—3n5+3
Liczby C'i D musza spelia¢ nier6wno$é D < 8C' (wersja najlatwiejsza).
Liczby C'i D musza speliaé nieréwnosé D < 4C' (wersja $rednio trudna).
Liczby C'i D musza spelhiaé nieréwnosé D < 2C' (wersja najtrudniejsza).

180. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna k oraz liczby wymierne dodatnie C' oraz D, a na-
stepnie udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

Cn* <VARZ+ 1+ VA2 + 24+ V4An2 + 3+ VaAn2 +4+ ... +vV16n2 — 1+ V16n2 < Dn*.

Trudnosé zadania zalezy od uzyskanego przez Ciebie ilorazu D/C":
e Przy D/C > 2 zadanie jest najtatwiejsze.
e Przy D/C < 3/2 zadanie jest najtrudniejsze.

181. Dobra¢ odpowiednie liczby catkowite dodatnie s i t oraz odpowiednia liczbe wymierna
dodatnig C' i udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

ce (x/n10+8n7—n5)8 <180
b (\/m—n“)t - '
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Ponizsze zadania oméwic¢ tylko wtedy, gdy zostanie czasu.

W kazdym z ponizszych zadan wpisz w miejscu kropek dwie liczby wystepujace w ciggu 0,
1. 2.5 .10. 100 105 1010 1020 1050 10100 10200 10500 101000 102000 105000 1010000 1020000
150000 19100000 7200000 15500000 ~7(j1000000 114 kolejnych miejscach tak, aby powstaty prawdziwe

nieré6wnosci.
182. . <20
183. . <3200 .
184. . < 210000
185. < 3010000
186. <2< .
187. . <4444 <
188. . <TTITTT <
189. . <2011 < o
190. <2225 <L
191. . <BBBSE <
192. . <33383<
193. <100000 < oo
194. <666l <
195. <50000< o
196. <350000 < .o
197. < (105)! <
198. . < (7+2\/§)500 <
199. < (6+3\/§)500 < .
200. <(or+von) "< L
201. < <1000> <
3
202. . < (100())
4
203. < (10000> <
5
204. < (105> <
100
1010
205. < ( 20 > <
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206. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

<VIn2+40n—vVIn2+16n < 2C'.

207. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C<In3163n2—n<70.

208. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C < Vn®4255n" —n <320 .

209. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatniag C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C 4C
— K \/n4+15n2—n<—
n

n

210. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

O< V25n2+11-5n
h Int+80nZ—n

211. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodza nieréwnosci

<11C'.

p) _
C<\/25n +24 5n<20.
VIn?2+40—-3n

212. Na potrzeby tego zadania liczbe nazwiemy tadng, jesli ma jednocyfrowy licznik i jedno-
cyfrowy mianownik.
Dla odpowiednio dobranych tadnych liczb wymiernych dodatnich C'i D spetiajacych nieréwnosé
D < 3C udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

N 3—1—7 n

It +5—2n2

C<

213. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci

<\/36n—|—28 \/36n+13
V25n+75— \/25n+11

214. Wskazujac odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' oraz liczbe rzeczywista k udowodnic,
ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzag nieréwnosci

v4n—11+43

\40' k
HA0n+1l—1 "

C-n*<
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