Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

Kolokwium nr 3: éroda 18.11.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-362.

Zadania do oméwienia' na éwiczeniach? w pigtek 30.10.2026, poniedziatek 2.11.2026,
pigtek 6,11.2026, poniedzialek 9.11.2026 i poniedzialek 16.11.2026.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!
Ciagi liczbowe, granica.
W pierwszej kolejnosci nalezy omoéwié zadania z wykrzyknikiem.

Dla podanego wyrazenia W (n) dobierz odpowiednie state g oraz C' i udowodnij, ze nieréwnosci
g—C/n<W(n)<g+C/n sa prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

n®+nt+1 NG 4nt+1
215, —(/———— 216. 217! ——— 218. Vn?+4n—
W45 Vntl W1 A
n n n n
219! +

- tot——
n?2+1 n?2+2 n?2+3 n?+n

Dla podanego wyrazenia W (n,k) dobierz odpowiednia wartosé¢ parametru k£ i odpowiednie
state dodatnie g oraz C' i udowodnij, ze nieréwnosci g —C'/n < W (n,k) < g+ C/n sa prawdziwe
dla kazdej liczby naturalnej n.

nk+1 Vnb+nd
A/ k 4 / 2
224! Ciag o wyrazach caltkowitych jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ....................

k

225! Dla ktérych liczb naturalnych k > 2 ze zbieznosci ciggu (an> wynika zbieznosé ciagu (a,) ?

226! Oblicz granice

227. Oblicz granice

3
(VAT n? —n¥)
(Vs —ns)”

228. Oblicz granice

i (Y7 —n)’
n1—>nc}o (\/m_n9>5

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
2Ciagi ok. 4 godzin, 3 ciagi ok. 2-3 godzin i kresy ok. 3-4 godzin.

Lista 3 - 17 - Strony 17-34



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

229. Oblicz granice

. Vnl2+n—nb

im

n—oo k
(\/ nt4+n— n2>

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

230! Wskaz liczbe naturalng k, dla ktorej granica

CoA/nB oo +1-—n"
lim

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

231. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk : (\/TLGTH— n333))

n—oo

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

232. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk (é/ngTH—an))

n—oo

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

233! Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

) 3
lim <\/ n666 L nk — n222)
n—oo

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej liczbie k.

234! Oblicz granice

lim (\/ nt+6n3—n?— 3n> )

n—oo

235! Oblicz granice

45T AT
) n24 +TLH _ n6
lim -
n—oo

(, /A il —n12)

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.
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236! Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej podana granica istnieje i jest dodatnig liczba
rzeczywista. Podaj wartos¢ granicy dla tej wartosci parametru k. Jezeli odpowiedz jest liczba
wymierng, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby catkowite;j.

a) lim (nk (Z)) RO dla k= oo
b) lim (nk (n+4)) VYT Al k=
n—oo n
2
c) lim (nk ( f)) U Ald K= oot
2 2
d) T}Lrgo(nk-( n; )) TR dla k= oo
2 202
e) ,}Lrgo<n’“-< n+60 O)) S ETTT OO dla k= oiieiii,
f) lim (nk (@)) TN dla k= oo
(2n
g) gggo(nk-( ; )>: ........................... dla K=o
h) lim (nk (%))) TR dla k= oo
2n
i) gggo(n’f((;))): ........................... dla k= .o
) Jim (nk ((g)» TR dla = i
2n
k) lim (nk ((51))) R EETTTTROOTRTIRUTRIS dla E= .o
2n
) lim (n’“ <(§>>) VTR dla k= oo
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237! Ciag (a,) spelia warunek

v  |a,—100]<10.
n>1000

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,
c¢) kazdy wyraz ciagu (a,,) jest dodatni,
d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,
£) ages < TTTTTTT,
g) ain > 88,
h) Vv Ja,—100/<1,
n>1729
i) Vv |a,—100]<17,
n>345
i) Vv Ja,—99| <13,
n>5555
k) ciag (a,) jest ograniczony,

) 3 Jan,—95| <37,
n>444

m) 3 |a,—80]<37,
n>1444

n) 3 |a,—95|<37,
n<444
0) 3 |a,—80| <37,

n<4444

p)V 3 an>0,

) VvV |a,—66]>12,
n>1331

r) VY Vo an—an| <7,
m>1234 n>5678

S v YV an—an| <17,
m>1234 n>5678

t) Vv Y fan—an| <27,

m>123 n>45678

u) v YV an—an| <37,

m>1234 n>5678

v 3 an—am| <3,
m<123 n<ds6

w

vV o an+am| <210,
m>12345 n>67890

x) Vv Vo |anFan] <222,
m>1206 n>7776

Y) \ N |an+am|>1281
m>1024 n>8192

z) 3 a,<92,

z) 3 a, >91,

2) 3 3 |an _ aml < 10—1000000 )
m n#m

238! Dany jest taki ciag (a,), ze
v Vo la,—T|<e.

e>0  n>5/e

Podaj granice ciagu (a).
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Wskaz taka liczbe M, ze Vla,| < M.

Wskaz taka liczbe N, ze V a, > 6.
n>N

Wskaz taka liczbe N, ze VYV a, <7,01.
n>N

Wskaz taka liczbe N, ze V |a, —8|>1/3.
n>N

239! Dany jest taki ciag (by,), ze
v Vo b2l <e.

e>0 n>10/e
Podaj granice ciagu (b,,).
Wskaz taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wskaz taka liczbe N, ze nben <0.

Wskaz taka liczbe N, ze V b, > —3.
n>N

Wskaz taka liczbe N, ze V |b, —2|>1/10.
n>N

240! Ciag (a,) spelnia warunek

Czy stad wynika, ze

240.1 ciag (a,) jest ZDIeZIY ... ... .
240.2 ciag (a,) jest TOZDIEZILY ... ... .
240.3 ciag (a,) JeSt OZranICZOIY .. ...\ttt et
240.4 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie .......... ... . i
240.5 wszystkie wyrazy ciagu (a,) S8 NIEWJEIMNE .. ... ..ottt
240.6 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie .............. ... ...,
240.7 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne ......................
240.8 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw dodatnich ......................
240.9 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw nieujemnych ...................
240.10 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz dodatni ..........................
240.11 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz nieujemny ........................
Q4012 Y (>0 oo
Q4013 Y a0 oo
240.14 T Y Ay >0 oo
N n>N
240.15 T 5 Gy 0 oo
N n>N
24016 Y T @y >0 oo
N n>N
24017 % T Ay 0 oo
N n>N
Q4018 Tty >0 oo
24019 T a0 oo

Lista 3 -21- Strony 17-34



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

241. W kazdym? z zadan 241.1-241.11 podaj granice (lub granicg niewtasciwa) ciagu. Liczby
wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

1+2+4+84...+2F 4. +64"
241.1.  lim e PP
n=too L+ 4416+ 64+... 45 1.+ 64

241.2 lim 14+44164+64+...+4F+ .. +647
N BN CEW WD Wiy KRR PP PRI TEEEEEPPPPPPPPPPIRETERRRPE

, 14244+8+...+2F+ .. +64
241.3. lim U
n—+oo ]l +8+64+512+...+ 8+ ... +64"

. 148+4644512+...+8F ... +64"
241.4. lim U
n—+oo 1464 +4096+...+64% ...+ 64"

o 144416464+ +4F+ .. 464"
241.5. lim ST
n—+oo 1 +64+4096+ ... +64% + ...+ 64"

. 14349427+ +3F4+... 497
241.6. lim R
n—tool4+9+814729+...+9F+...+9"

. 1454254125+ +5F+...+25"
241.7. lim e
notho 1+25+ 625+ ...+ 25F+ ..+ 257

14349427+ 3+ 2T
241.8. lim e
it 14+ 2747294 ..+ 2Th + .. 427"

_ 1454+254+125+...+5%+ ... + 125
241.9. lim U
n—+o0 14125+ 15625+ ...+ 125F 4 ...+ 1257

14244 2k 16"
241.10. lim o ArSEe 2 b IO
ntoo T 164256+ ...+ 168 1.+ 167

1 2 kg .. 1
241.11. lim +3+9427+. 43+, 48 RPN
n—+oo 1 4+814+6561+...+81F ...+ 81"

PRAWDA CZY FALSZ?

242! Jezeli ciagi (ay,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.

243! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (by,) rozbiezny, to ciag (a,+0b,) jest rozbiezny.

244! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

245! Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

246! Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba do-
datnig.

247! Jezeli wéréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne, to ciag
(ay) jest rozbiezny.

248! Jezeli wérdéd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak i wieksze
od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.

3Nie ma sensu rozwigzywaé¢ wszystkich 11 zadaf, jesli w ktérymé momencie uznasz, ze juz umiesz rozwigzywaé
tego typu zadania.
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Obliczanie granic ciggéw — podstawowe fakty.
1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, +b,) jest zbiezny i

nlirgo(an%—bn) :nlirgoan%—nlinolobn )

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i

lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, .
n—oo n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i

lim (a,b,) = JLI&G”JLI&()” )
5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz nlinolobn #0, to ciag (7*) jest
zbiezny i

o Jma
lim — =% )
n—ood,  lim b,

n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE WIELU
POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym dla kazdego n zachodzi nieréwnosé
a, <b, (odpowiednio a, > b,), to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim £ =0

n—oo 1

lima=a
n—oo

lim a” =0 dla |a| < 1

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

lim ¥/n=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€ N

lim ¥a, = ¥/ lim a,, .
n—oo n n—oo n

Dla nieparzystych k warunek a,, 0 mozna pomina¢.
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Twierdzenie o trzech ciggach.
249. Obliczy¢ granice

lim (et g T
im )
n—oo\mn3 n3+1 n3+2 n34+3 nd+4 nP+5 n3+6 (n4+1)3

250. Obliczy¢ granice

. 5n®+1 . 5n’ +2 4 5n®+3 n 5n®+4 - 5n® 4+ 4n*
im ] .
n—oo\ /18118 +1  V18n8+2  /18n!84+3  /18n18 44 V18n18 +4ni

251! Obliczy¢ granice

. VidHl | Ve Vi3 n3+k: (n+1)
11m
n—oo \ \/A9nT—1  V49nT+1 /49n7—1 \/49717 \/49717
252. Obliczy¢ granice
" ( n? N n?+1 N n?+2 N n?+43 N n?+44
1m
VST 1) 41 (24241 (2431 (244 41
n?+k (n+3)?
te——— e —| .
(n?+k)"+1 \/(n+3)6+1

253. Obliczy¢ granice
p) 219 2] D)
lim vn n n=+ n n-+ n n*+6
el \/(n2+n)2 \/(n2+n)2+n2 \/(n2+n)2+2n2 \/(n2+n)2+3n2

veltok Jn+4)2—4 ) \/mjL\/M)‘

\/(n2—|—n)2—|—kn2 \/(n2—|—3n)2—2n2 \/(n2—|—3n)2—n2 \/(n2+3n)2

254! Obliczy¢ granice

1
lim

1 1
+ + +
"—’°°<\/n4—|—n3—n2 vni4nd+1-—n?  Vni4nd+2-n?  Vnt4+nd+3-—n?
1
+ +
vnt4+nd4+k—n?

1 1 1
+ + + .
vni+ndi4n—2—-n2 ni+nd4+n—1-n2 \/W—n2>
255! Obliczy¢ granice
y V24 Y24+ Y28+ In2+ 12+ 2+ 16+ Vn2 +20+...+ (n+2)?
1m .
"m0 U2+ Y2134+ Yn 64+ Y29+ /2 124+ Yn? F 154 4 J(n+3)?
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256! Obliczy¢ granice

Vknk+1 VEk-nb+2 VEknk+3 VEknb+4  VEk-nkb+5 Vk-nF+4n3

< nT+1 + n’+4 + n’+9 * n’+16 + n?+25 . n’ +nd >

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

lim

n—oo

257! Obliczy¢ granice

. nP+1 N nP+8 - nP+ k3 - n? +8n'®
im .
n—=o0\ 1/900n%0 +1 /900190 4 32 1v/900n900 1 5 /9001990 4 327,30

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.

258. Obliczy¢ granice
_ Jk-nk+1 Jknk+2 Jk-nk+3 Jk-nkF+4 Vk-nk +nt
lim + + + TR

+ ...
ni3+1 ni3+4 ntB4+9 n3+16 ni3+ns

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

n—oo

259. Obliczy¢ granice
k-nk+1 k-nk+2 k-nk+3 k-nk+4 k-nk+nb
hm<¢ n+'+V nk + +V nk+ +¢ ntrd oV n+n>

n13_|_]_ TL13—|—2 n13+3 n13+4 7’Ll3+’l'L5

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skoniczona.

260! Obliczy¢ granice

n? nt4+1 nt+2 nt+3 nt+4 (n+1)4
(n"“—i—n4 * nk+nt+1 * nk+nt+2 * nk+nt+3 * nk4+nt+4 nk—i—(n—l—l)4>
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta dodatnia
i skonczona.

lim

n—oo

261! Obliczy¢ warto$¢ granicy

dobierajac tak warto$¢ parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

262! a) Dobraé takie liczby catkowite A>01i B> 1, aby zadanie b) mialo sens.
b) Obliczy¢ granice ciagu

( Vn? Vn2+3 Vn?+6 Vn2+9
(n+1)° (n+1°+2 (+1)°+4 (n+1)°+6

Vn2+3k N +\/(n+A)2—6+\/(n+A)2—3+\/(n+A)2
(n+172+2k " (n+BY*—4  (n+B)’—-2  (n+B)?

lim

n—o0

dla Ai B dobranych w zadaniu a).
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263. Obliczy¢ granice

( Vn2 Vvn2+5 vVn?+10 vn?+15 Vn2+20
(

n+3)°  (n+3)°+2 (n+3)2+4 (n+3)°+6 (n+3)°+8

/2 + 5k \/(n—I—A)2—15 \/(n—i—A)Q—lO \/(n—I—A)2—5 \/(n—I—A)2
Tz o et 2 + 2 + 2 + 2
(n+3)"+2k (n+B)"—6 (n+B) —4 (n+B) -2 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 3, aby zadanie miato sens.

lim

n—oo

264! Obliczy¢ granice

1<¢n—¢n—+3¢n—+6mm
(

=\ (n4+B)> (n+B)’+1 (n+B)’*+2 (n+B)’+3 (n+B)*+
thk +m+\/(n+A2)2—9+\/(n+A2)2—6+\/(n+A2)2— +\/(n+A2)2)
(n+B)>+k (n+6°—3 = (n+6°—2  (n+6°—1  (n+6)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.

265! Obliczy¢ granice

. n?+5 n?+10 n?+15
lim

2

n
+ + + +
’HC’O(n?w/(n—l—A)2 n?-\/(n+A2+2 n?2-\/(n+A2+4 n?-\/(n+A)>2+6

n2+ 5k . (n+10)2—10 (n+10)2—5 (n+10)? )

n?-\/(n+A)2+2k m+n2-1/(n+B)2—4+n2-\/(n+B)2—2+n2-\/(n+B)2

dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie miato sens.

266. Obliczy¢ granice

. Vn? N Vn?2+5 n vn?2+410 N Vn?2+15 N vn?+420
im
o\ (n+1)>  (n+1)°+3 (n+1)°4+6 (n+1)°+9 (n+1)*+12
NGRS J+A)? =15 J(n+AP—10 \(n+A2—5 \/(n+A)’
Y+ —+ —+ =+ .
(n+1)"+3k (n+B)"—9 (n+B)"—6 (n+B)"—3 (n+DB)
dla tak dobranych liczb catkowitych A > 01 B > 1, aby zadanie miato sens.

267. Obliczy¢ granice

hm( IR R e R e s

=\ (n42)  (n+2)°+1 (n+2)°+2 (n+2)°+3 (n+2)2+4
N/EE Jt+A2—6 \J(n+A2—4 J(n+A2-2 /(n+A)?
22k e BP-3  (n+B)P-2 | (niBP-1 + (n+B)? )

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 2, aby zadanie miato sens.
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268. Obliczy¢ granice

<¢F Vn2+7 Vn2+14 Vn2+21 Vn2+28

(n+A)°  (n+A°+1 (n+A°+2 (n+A>+3 (n+A)°+4

VnZ+ 7k _%¢@+7F—2y+¢@+7P—L{+¢m+7ﬁ—7+wﬂn+ﬂ2
(n+A°+k 7 (n+B)’-3 (n+B)*—2  (n+B)’—1 (n+B)’

dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie miato sens.

lim
n—oo

269! Obliczy¢ warto$¢ granicy

. n n n—+1 i n+2 n n+3 T In

im it —.
n=oo\yni4n  Vnt+n+1l Vai4n+2  Vnl4n+3 Vnt+9n

270! Obliczy¢ warto$¢ granicy
4n . dn+3 . dn+6 L dn+9 . dn+12
VaAnt+4n  VAnA+4n+3  VAnt4+4n+6  VAni+4n+9  VAnt4+4n+12
13n—9 13n—6 13n—3 13n
...+ + + + .
VAnA+13n—9 V4Ant+13n—6 V4n*+13n—3  V4n*+13n

lim

n—oo

271! Obliczy¢ warto$¢ granicy
3" +3”_1~2+3”_2~4+3n_3~8+ n 9.2n2 n 3.2n1 n 2"
3+1 3"+2  3"+4  3"48 7 Zn42n2 Znqon-l o 3ngon |

L,
272! Obliczy¢ granice
r on N 2n71 .3 N 2n72 . 32 - 2nfk . 3k - 3n
n—00 \/9n+5n \/9n+5n—17 \/9n+5n—2_72 1/9n_{_5n—kz,7k \/9n 4T

273! Obliczy¢ granice

(n+1)2 (n+2)* (n+3)? (n+k)? (2n—1)3 (2n)?
lim +... + .
n=oo\\/nb4+1  nb+2  /nb+3 né+k Vnb+n—1 /nb+n
. 1)-(2n+1
Wskazowka-przypomnienie: 12+22—|—32—|—...+n2:n (n+ )6( nt )
274! Obliczy¢ warto$¢ granicy

I T O Y

n—oo \ \An 41 A" +3 AP +9  Ar 427 VA4 3n-1 /44 30

275! Obliczy¢ granice ciggu zaczynajacego sie od wyrazu o indeksie 7:
O P N O N
n=oo \ k47 nkF+8 VnF+9 VnF+10 0 VnF+n—1 VnF+4n

dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru &, aby granica ta byta liczbg rzeczywista dodatnig.
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Kresy zbioréow.

Rozumienie i analizowanie wybranych napiséw matematycznych.

Zapisz podany zbior uzywajac przedziatoéw, zbioru liczb wymiernych oraz dziatan na zbiorach.
N={1,2,3,...} jest zbiorem liczb naturalnych.

276. {2* : e (-2,1]} 277. {a*: we(-2,1]}
278. {xz—l—yg cx,y € (-2, 1]} 279. {x3+y4 D x,y € (-2, 1]}
280. {zy : z,y€(—2,1]} 281. {2y’ : z,ye (-2, 1]}
282. { (@52 : ze(2 7]} 283. {,3/(1;_5)3 Lre 7]}
m 2 2 m 2 2
284. {:m,nGN/\m >2n} 285. {:m,nEN/\m >4n}
n n
m 3 3 m 3 3
286. {:m,nEN/\m<5n} 287. {:m,neN/\m <8n}
n n
m 2 2 2 m 3 3 3
288. {:m,nGN/\ESn <m <9n} 289. {:m,nGN/\ESn <m <9n}
n n
m m
290. { :mmneN A 3"<2m<4”} 291. { :mneN A 8”<4m<9”}
n n

W kazdym? z ponizszych zadan podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne musza by¢
podane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru oraz okresl, czy kresy
naleza do zbioru.

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1
n? —60

1
n?—"70

292.Z:{ :nGN}

293. Z:{ :nEN}
204, Z:{\/25n2+24n—5n: neN}
295. Z:{\/25n2—24n—5n: neN}

206. 7 = {\/25n2+24n+ V25n2—24n—10n: ne N}

4Nie ma sensu rozwiazywaé¢ wszystkich zadan, mozesz pominaé zadania podobne do wczesniejszych.
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297. Z:{m: mneN A 16n2<9m2<25n2}
n

298. 7 = :mneN A 16n2<2m2<32n2}

299. 7 = :m,neN A 3n2<m2<4n2}
300. Z = :m,neN A 4m2<n2<5m2}
301. Z = :m,nEN/\3”<2m<4"}

302. Z = :m,neNA4m<2”<5m}

2

303. Z={— :mmneN A 9" <3m2<27"2}

304. Z={™ mneN A 16"2<2m2<32"2}
305. Z=1{—:mmneN A 16"2<9m2<25”2}
306. Z = :m,nEN/\4”-nm<mm<27n-nm}

:m,neN A 224"‘nm<mm<318"~nm}
308. Z={ —:mneN A 25" .pm<m™ L2100 . pm

309. Z =

{
{
{
{
{
{
{
{
{
307. 7=
{
{
310.2:{
311.2:{ i—g)gzneN}
312. 7=
313.2:{ —) :neN}

314.2:{ _Dﬁn;neN}
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1
315. Z = :
{n2—40n+370 HGN}
1
316. Z = :
{n2—40n+390 ”EN}
1
17. Z = :
317 {n2—40n+410 ”EN}
1
18. 7 = :
318 {n2—40n+430 ”EN}
319. Z:{m: mneN A 25n2<m2<27n2}
n
m 3 3 3
320. Z:{: m,neN A 25n°<m”<27n }
n
m
321. Z:{; mneN A 16”<8m<27"}
n
m
329. Z:{: mneN A 16"<9m<27”}
n
323. Z:{(Q—\/ﬁ)”;neN}
324. Z={(2-V5)": neNj}
50
325. 7 = :n€{0,1,2,3,...,49,50}
n
50 .
326. Z = (=1)": ne{0,1,2,3,...,49,50}
n
327. Z={Va?+2+1: 1€ (-5,2)}
_ a5 .
328. Z={Va?+2x0+1: x€(-5,2)}
329. Z:{m: mneN A 53-n15<m15<35-n15}
n
330. Z:{m: mneN A 52.010 <m0 < 25510
n
m 2 6 6 3 6
331. Z:{:m,nEN A 3nP<m’<2 n}
n
332. Z:{m: mneN A 4”2<2m2<8m"}
n
m 2 2
333. Z:{:m,neN A 16™ 2™ <4m"}
n
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334.

335.

336.

337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

Lista 3

Z:{m: mmneN A 81"2<3m2<11m”}
n
{ cmneN A 8"2<2m2<5m"}
{ cmneN A 32”2<2m2<3m”}
m2
Z:{:m,neNA8n3<m3<27n3}

2
—:mneN A 25n4<m4<49n4}

2,
Z:{m:m,neN/\ 318 T.nm<m
n

Z ={log,8: x €[2,+00)}

Z ={log,32: x€(0,1/2]}

1
2~{ =g ne N}

:neN

e et

Z:{;firneN}
{ |
{

nopef(_11
Z:{x .:BE( 2,5>/\n€N}

Z ={log,(2n—1) —logyn: n € N}

B (logy(n?+1)) -logs(n?+4) '
Z{(m%0ﬁ+®>«%aw+4>'"€N
Z:{Sr’l—llln m,nEN}

mn
Z={ g el
- 31 -
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352. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) speliajacych warunek
V¥ Jan—1] < i |

W kazdym z zadan 352.1-352.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

352.1. sup{ar: (an) €T b= oo
352.2. inf{ar: (an) €T = oo
352.3. sup{ag: (an) €T b= oo
352.4. inf{ag: (a,) €T = oo
352.5. sup{as—as: (an) €T b= o oo
352.6. inf{las—as: (a,) €T = oo
352.7. sup{as—ae: (an) €T b= o i
352.8. inflas—ag: (an) €T b= o oo

352.9. sup{astastas: (a,) €T = o o

353.1. SUP{a1: (@) €TV oo e
353.2. inf{ar: (@) €T = oo
353.3. sup{as: (@n) €T = oo
353.4. inf{as: (@) €T o oo
353.5. sup{as—az: (an) €T b= oo
353.6. inf{as—as: (an) €T h= oo
353.7. SUplas — gt (@) ETIE oo e
353.8. inf{as—ag: (an) €T = oo

353.9. sup{astastas: (a,) €T = oo
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354. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw zbieznych (a,) speliajacych warunek

n+1
Y an—6| < |
neN n

W kazdym z zadan 354.1-354.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

354.2.
354.3.
354 .4.
354.5.
354.6.

354.7.

354.8.

354.9.

inf {RILIEOQ” : (ay) € T} e P

sup{ lim (a,—aq): (a,) € T} P

n—0o0

354.10. inf{ lim (a,—ay1): (a,) € T} e R T

n—oo

355. W kazdym z zadan 355.1-355.6 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne
musza by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru.
Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = o0.

Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,,) spelniajacych warunek

1
v ‘an_an+1|<7'
neN n

355.1. A={ay: (a,) €T}

INE A = SUP A = oo
355.2. B={az—a;: (a,) €T}

INf B = . SUP B = e
355.3. C={as—az: (a,) €T}

INfC = SUP C = i
355.4. D={as—a;: (a,) €T}

Inf D= . SUP D = i
355.5. E={(as—a)’: (a,) €T}

inf F= SUP E = oo
355.6. F'={a}—a}: (a,) €T}

Inf = s SUP F = e
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356. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

mn
L= ——": .
{4m2+9n2 m,nEN}

357. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

kmn
Z = ik .
{8k3+27m3+125n3 ’m’"EN}

358. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2—|—5n+3—n: nEN}.

359. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+5n—|—10—n: nEN}.

360. Wyznaczy¢ (wraz z uzasadnieniem) kresy zbioru

1
{5m_3n : m,nEN}.

361. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{1: m,neN}.

m?2—3n?

362. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{1‘ m,nEN}.

m2—"Tn2’
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