Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

Kolokwium nr 4: éroda 2.12.2026, godz. 8:15-9:45, material zad. 0-452.

Zadania do oméwienia! na éwiczeniach w pigtek 20.11.2026,
poniedziatek 23.11.2026, pigtek 27.11.2026 i poniedziatek 30.11.2026.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

Szeregi liczbowe — podstawy?.

363. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne Y a, o wyrazach dodatnich spel-
n=1
niajace warunek

S a4, = Za -

n=1

364. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o o
Y a,=4  oraz > al=8
n=1 n=1

365. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Y a,=3 oraz > (-1)""a,=1.
n=1 n=1

366. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego f a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 2 [e.e]
<Zan> 23 a2
n=1 n=1
Dla podanego przyktadu wyznaczy¢ wartosci sum szeregéw wystepujacych w powyzszym réwnaniu
i sprawdzi¢, ze jest ono spekione.

367. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Z a, o wyrazach dodatnich, ze

zz:an z{:anan+1——

368. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1
4

Zan:Z(an—l—anH)Q:g.

n=1 n=1

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
20bliczanie sum szeregéw geometrycznych, teleskopowych, w tym powstalych z rozkladu na utamki proste.
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369. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne Y a, o wyrazach dodatnich spel-
n=1

niajace warunek

> a,=3>al=15-> a,.
n=1 n=1 n=1

370. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> a, =20, Z—” oraz 2%25.
n=1 n=1 2 n:lgn

371. Skonstruowac przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach rzeczywistych, ze sze-

n=1

(e.) (o]
regi > a? oraz Y al sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci

n=1 n=1
o0 o0 oo
> a,=5 oraz Zai:ZafL.
n=1 n=1 n=1

372. Obliczy¢ sume szeregu
<1

;4712—9'

373. Obliczy¢ sume szeregu

i 1
—n’+3n
374. Obliczy¢ sume szeregu
> 1

;9n2+3n—2'

375. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
Z n2—4"

n=3

376. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
;n'(n—lﬂ) “(n+3)°

377. Obliczy¢ sume szeregu

i 1

—in?45n
378. Obliczy¢ sume szeregu

> 1

n;} nd—d4dn’

379. Obliczy¢ sume szeregu

;n'(n+1)'(n+4)'
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Niech 190
Q= dla neN.
n(n+1)(n+2)
Wiadomo, ze wéwczas szereg Zan jest zbiezny, a jego suma jest réwna 30.
n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

oo

380. D (@b Gp1) = oo
(©.@]

381. D (@ — Q1) = oo
(0@

382, % (@1 Qn) = o o
(0@

383. D (@2 @p) = oo
oo

384. ) <ai —aiH) R T O OO ETOUPETOOPIPI
oo

385. ) (ai —ai+2> PSPPI

(2 2
386. (an — an+3> PRSPPI

387. § (20m — 2% HL) =
388. § (20 = 20mH0) =

o0
389. D (20— 20l ) =
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Niech 60
— dla neN.
n(n+1)
Wiadomo, ze wéwczas szereg Zan jest zbiezny, a jego suma jest réwna 60.
n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

o

390. D (@ Gpl) = oo
o

391, D (@i — Q1) = oo
(©.@]

392, 3 (G1-Qn) = o o
(0@

393. D (@2 @p) = oo
o

B94. ) ) T
o

395. ) (ai —a%Jrl) PSPPI

396. § ((an—an+1)-(an+an+1)) T

397. § (20m — 2% HL) =

398. § (20 = 20mH0) =

399.

|| M3

(W #1600 —/a2 1 +1600 ) =
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W kazdym z ponizszych 8 zadan podaj w postaci uproszczonej sume szeregu.

400. z(f TMAT) =
401. z(f M 2) =
402. z(f M 3) =
108, S (V=" 1) =

n=2
= 2

404. Y (U/n=""Wn+2)= ...
n=2
o] 1\" 1 n+1

405. 1+4—) —(14+—— e
;(( +n> ( +n+1> )
00 1 2n 1 2n+4-2

406. 1+4—) —(14+—— eSS PP
nZ::l (( +n> ( +n+1) )
[e%) 1 2n+1 1 2n+3

0r. S (10 1) () )
T;( + n * n+1

. 120 . : , = i . )
Niech a, = m dla n € N. Wiadomo, ze wowczas szereg Zan jest zbiezny, a jego suma
n(n n=1

jest réwna 90.
W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

o
408. 21 (ap+api1)= ... 409. Zl (ap—api1)= ...........
n n=
(0.9] (0. 9]
410. 21 (ai — aiH) = 411. 21 (a,i — a721+2) =
n= n=
412. Y (an — an+3) = 413. Y (2 =20t ) =
n=1 n=4
(0. 9] 0,9)
414. 26(2“” — 20ty = 415. 2;0(2“” — 20t = .
n= n—
o0 o0
416. Y (3™ =3 = ... a17. > (4 —49) =
n=10 n=10
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Szeregi o wyrazach nieujemnych?.

Poczatkowych 8 zadan jest przeznaczonych do samodzielnej analizy — maja podane rozwiazania
i beda omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentéw lub wtedy, gdy pozostate
zadania zostang omowione przed zakonczeniem ¢wiczen.

418. Rozstrzygnaé, czy szereg

jest zbiezny.

419. Rozstrzygnac, czy szereg

S (VFn-n)

n=1

jest zbiezny.
420. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu
> (\3/n2+ — n2) .

n=1

421. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregu

i (3n)!
n=1 28" (n|)3 '
422. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu
i n!-18"
n=1 (3:) -mn
423. Rozstrzygnaé, czy szereg
sy ()
n=1 3"
jest zbiezny.
424. Rozstrzygnac¢ zbieznosé szeregu
e’} (n+1)n3
Z 2n2 ,nn3 :

n=1

3Kryteria: poréwnawcze, d’Alemberta, Cauchy’ego. Pobieznie réwniez kondensacyjne (zageszczanie).
Ten temat nie wystepowal w poprzednich latach na AM-1, zostal przeniesiony z AM-2.
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425. Podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich wartosci parametru p, dla ktérych podany
szereg jest zbieZny.

[&.°]
426. Dowiesc, ze jezeli szereg > a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1
>V
n=1 n

tez jest zbiezny.
Wkazéwka: Zastosowaé nieréwnosé miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng do liczb a,,
1

oraz —.
n2

427. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze
Zanzl oraz an:Q.
n=1 n=1

Udowodni¢ jedna z ponizszych nierownosci:

> Vanb, <5 (wersja latwiejsza)
n=1
> yanb, <3 (wersja trudniejsza)
n=1

Wskazéwka: Skorzystaé¢ z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczna.
428. Dane sg takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

o0 o0

Zagzl oraz Zbizl.

n=1 n=1

Dowies¢, ze

(0.9]
> azb? <1
n=1
[e.°]
429. Dany jest taki szereg zbiezny > a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Zan <8  oraz Zai < 64
n=1 n=1
Dowies¢, ze
dal<C
n=1
gdzie C'=27 (wersja latwiejsza) lub C' =16 (wersja trudniejsza).
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430. Dane sg takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

o0 [e.e]

6 __ 3 _
dap=8 oraz Y bi=1.
n=1 n=1

Dowiedc, ze

o0
> arb: <2
n=1

431. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru k, dla ktoérych szereg

2(\4/n5+nk— W)

jest zbiezny.

432. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista dodatnia M, ze szereg
o _ (4n)!

;p” : (n!.)‘l

jest zbiezny dla p > M i rozbiezny dla 0 <p < M.

433. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista dodatniz% M, 7e szereg
jest rozbiezny dla p > M i zbiezny dla 0 <p M .

434. Rozstrzygnac, czy szereg

2
D
n=1
jest zbiezny.
435. Rozstrzygnaé, czy szereg
o \f33n+ ()
Z o

i
I

jest zbiezny.

oo
436. Dowiesc, ze jezeli szereg > a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1
>y
n=1 y n2
tez jest zbiezny.
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[&.°]
437. Dowiesc, ze jezeli szereg > a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1

(0.0

tez jest zbiezny.

438. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze szereg
n=1

= /i

jest rozbiezny.

439. Rozstrzygnac zbieznosé szeregow
i": nk+1 X k41
oraz —_—
n’"+1 = n'+1

n=1
dla tak dobranej wartosci parametru naturalnego £, ze doktadnie jeden z tych szeregéw jest zbiezny.

Rozstrzygnaé zbieznosé szeregow:

ad n n oo n n 00 n n2
440. ;(an) A4l n;(nﬂ) 44z2. Z(n—l—l)

n=1

< (110n+10\" < 2.5-8...- (3n—1 <1
443. (W) saq. 3 2580 B0 445. 5 ———
= \110n+11 “=1:5:9-...-(4n—3) —=Vn*+n—n

o0 on > 1000" = (n
446. S — 447. Y ——— 448. _
Tn-/4n 43" 7,;1 Vn! r; 2n

1)1000

449.

) (2”) 0 4 3 oo 4 3
n In*—Tn°+1 In*—Tmm>+1
450. 451.
Z n! ;19n5—13n2—|—1 712:2119716—137124—1

452. Obliczy¢

22024 1
1 - .
[Og?’;n]
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Podstawowe kryteria zbieznoéci szeregéw™.

1. WARUNEK OI§ONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg nz::lan jest zbiezny, to nlg& a, =0.
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera, to szereg

[e.e]
> a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE WIELU PO-
CZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wplyw na sume szeregu zbieznego.

3. KRYE‘OERIUM £OROWNAWCZE.

Niech Zan i an bedg szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego ne N
n=1 n=1
zachodzi nieréwnosé a,, < b,,.

oo oo
Jezeli Zan:oo, to an:oo.
n=1 n=1

Jezeli an < oo, to Zan < 0.

n=1 n=1

40.0KILKA WZORCOWYCH SZEREGOW.
> q" jest zbiezny dla |g| <1, rozbiezny dla pozostalych g.

n=1
%S

1
Z — jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostatych a.
na

n=1

5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Qp+1
Qp

lim

n—oo

=g<1,

[e.9]
to szereg Zan jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)
An+1
an

lim

n—oo

=g>1,

o0
to szereg Zan jest rozbiezny.

n=1

4Kryteria sa sformulowane tak, aby pasowaly do szeregéw o wyrazach dowolnego znaku. W przypadku szeregéw
o wyrazach nieujemnych nalezy zignorowaé¢ symbole wartosci bezwzgledne;j.
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6. KRYTERIUM CAUCHY’EGO.
Jezeli istnieje granica
lim {/|a,|=9g<1,

n—oo

o0
to szereg Zan jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)

lim {/|a,|=9¢g>1,

n—oo

o0
to szereg Zan jest rozbiezny.

n=1

7. KRYTERIUM D’ALEMBERTA DLA CIAGOW.
Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Qp+1
G,

lim

n—oo

=g<l1,
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +o00)

an+1
Qp

lim

n—oo

=g>1,

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

8. KRYTERIUM CAUCHY’EGO DLA CIAGOW.
Jezeli istnieje granica

lim {/|a,|=9g<1,

n—oo
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +00)

lim {/|a,|=9g>1,

n—oo

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

9. KRYTERIUM KONDENSACYJNE (ZAGESZCZANIE).
[ee]
Jezeli ciag (a,) o wyrazach dodatnich jest nierosnacy, to szereg Zan jest zbiezny wtedy i tylko

n=1

wtedy, gdy zbiezny jest szereg
EE:Qn'aQn.
n=1

Inne wersje (dla ambitnych):

o o o
> 3" agn > n-a > nteas.
n=1 n=1 n=1
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