Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

363. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o wyrazach dodatnich spet-
n=1

niajace warunek

Zan Za =

Rozwigzanie:
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego Z a,. Wowczas dodatnio$¢ wyrazéw i zbieznosé
=1

szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <gq < 1, a wyrazy szeregu wyrazaja sie wzorem a,, =
a1q" . Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

o0
> a, =

i
L

Poniewaz wyrazy szeregu
>
n=1
wyrazajg sie wzorem
a2 =a- ()"

szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢?. Wobec tego

00 2
2 W
n - 9
n=1 1_q

Zatem warunki podane w tresci zadania przyjmuja postac
a
l—qg 1—¢2
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu réwnan
{ a = 9-(1-q)
ai = 9-(1—q)-(1+q)
Podstawienie a; =9- (1 —¢) do drugiego réwnania daje
81-(1-¢)*=9-(1-q)-(1+q),
skad po uwzglednieniu ¢ # 1 i podzieleniu obustronnie przez 9-(1—q) otrzymujemy kolejno
9-9¢=q+1,
q=4/5, a;=9/5.

=9,

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spetniajacym warunki zadania jest szereg
00 9 qn— 1

2

364. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1
> a,=4 oraz S aZ2=8
n=1 n=1
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Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a, =cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwezas

ay, = cq =
ngl ngl I—q

oraz 9

o [e e}

Sa=y ()T =
n=1 n=1 q

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

czyli
{ c = 4l-gq)
A = 8(1—¢).
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c=2+2q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno
24+2q=4—4q,
6g=2,
1
q= 37

skad

c=2tg—o4 2D
3 3
Otrzymane rozwiazanie ¢ =1/3, ¢=8/3 prowadzi do
18
37’L

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetliajacego warunki zadania jest szereg

a, =cq"”

365. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Sa,=3 oraz > (-1)"ta,=1.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
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W tym celu zatézmy, ze a,, = ag" ™!, pamietajac, aby a >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowcezas

anp = aq =
n=1 n=1 1_q
oraz ~ o
_1n+lan: a_qn—lz a ,
ngl( ) nZ::1( ) I+q

co prowadzi do uktadu réwnan

{ a : :3 <11+_qQ)

majacego rozwiazanie ¢ =1/2, a=3/2.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetliajacego warunki zadania jest szereg

366. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 2 oo
(Z an> =2-Ya.
n=1 n=1
Dla podanego przyktadu wyznaczy¢ wartosci sum szeregéw wystepujacych w powyzszym réwnaniu
i sprawdzi¢, ze jest ono spetnione.
Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a,, = c-¢" ', pamictajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

%) [e'S) c
San=> cq" = :
n=1 n=1 1 —q
oraz
o] o) n—1 C2
Yar=Y () =—5,
n=1 n=1 1 —q

co w polaczeniu z warunkiem podanym w tresci zadania prowadzi do rownania

o
1—gq 1—¢q?

czyli
c? 2-c2
(1-q? 1-¢*
Przeksztatcanie powyzszego réwnania prowadzi kolejno do:
& 2.c?
(1-q? (1-q)(l+q)’
1+¢=2-(1-q),
1+9=2-12q,
3g=1,
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q=1/3.

Widzimy wiec, ze w przypadku szeregu geometrycznego, podany w zadaniu warunek jest spet-
niony wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz szeregu jest réwny 1/3.
Mozemy wiec przyjac

1
ap =5,
Sn
co prowadzi do
oraz . ~ 1 1
2\ 4t
PR T

Woéwcezas podane w tresci zadania rownanie przyjmuje postaé

1\ 1
) =2.-,
<2> 8
jest wiec spelione — kazda z jego stron jest réwna 1/4.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

367. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 o
Y =) anapi1=6.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wlasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a, =cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowezas

a, = cq =—
ngl ngl I—gq

oraz 9
> X 9 (9 n-1_ ¢
n;ananﬂ—nglc q(c%) &

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

c
=6
l—q
2
c°q 6.
1—¢?
czyli
¢=6(1—q)
tq=6(1-¢)
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Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy

cq=1+q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez q daje kolejno
14¢=69—6q,
6¢> —5¢+1=0,
o+1
q= 19
skad
q=1/3, c=4
lub

qg=1/2, c=3.

Otrzymane rozwiazania prowadza odpowiednio do

o n—1__ 4 _ n—1__ 3
an,=cq" " = = oraz an=cq" " =5
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetliajacego warunki zadania jest szereg
> 3
>
= 2n—1

368. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze

00 00 4
Zanzz an+an+12:§'
=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wlasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a, =cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowezas

an=) cq"  =—
n; ng l—q
oraz 2 ¢
= 2_OO 2 2 (-1 _ ¢ -(1+g
2 (vt =3 Ao () =
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 4
1—q 3
¢ (1+q)° 4
1—¢2 3’
czyli

{ 3c=4(1—q)
3¢-(14q)=4(1—q) .

Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c(I+q)=1,
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co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez 1+4+q daje kolejno

3=4-(1-¢%),
3/4:1_612’
¢ =1/4,

skad
q=1/2, c=1/(1+q)=2/3.
Otrzymane rozwiazanie prowadzi do
1
3 n— 9.9n—2"

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spelhiajacego warunki zadania jest szereg
< 1

T

n=1

n=cq""

369. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o wyrazach dodatnich spet-
n=1

niajace warunek
oo oo o 4
S a,=3-3 al=15-3 al.
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie:

Niech g bedzie ilorazem szeregu geometrycznego Z a,. Wowczas dodatnio$¢ wyrazéw i zbieznosé

szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <gq < 1 a wyrazy szeregu wyrazaja sie wzorem a, =

a1q" . Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
> =
=
n=1 11— q
Poniewaz wyrazy szeregdéw
— 2 — 4
Sa? oraz 3 al
n=1 n=1

wyrazaja sie odpowiednio wzorami

2 _ 2 ( \n1 4 _ 4 ( a\n1
an—a1-<q> oraz an—a1-<q> ,

szeregi te sg szeregami geometrycznymi o ilorazach odpowiednio ¢? oraz ¢*. Wobec tego
2 0 4

— 2 ay 4
Sam o Sal-
n=1 1 —q n=1

1—qg*"
Zatem warunek podany w tresci zadania przyjmuje postac
a g a? s, al |
1—¢q 1—¢? 1—¢*
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co prowadzi do uktadu réwnan

aq a
—q 1 —1q2
2 4
1 ilq2 = 5 1 i1q4
réwnowaznego (po uproszczeniu) uktadowi
1+qg = 3-a;
{ 1+¢* = 5-a}

Z pierwszego rownania otrzymujemy q = 3a; — 1, co po podstawieniu do réwnania drugiego daje
1+ (3a; —1)* =5a2,
czyli kolejno
1+9a% —6a; +1=5a7,

4a? —6a, +2=0,

20 —3a;+1=0,
co jest spetione przez a; =1 oraz a; =1/2, prowadzace odpowiednio do g=2 oraz ¢=1/2. Pierwsze
z tych rozwigzan odrzucamy, gdyz nie spetnia ono nieréwnosci ¢ < 1.

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spetniajacym warunki zadania jest szereg
> 1

n=1 2n .

370. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> a, =20, 22—"— oraz —=5.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zatézmy, ze a, =c-¢" 1, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwezas

oo o0 cC
Zan—zc'qn_lz ;
n=1 n=1 1_q
< a, X c¢ /q\"! c/2 c
27225'(5) T1-g¢/2 2-
n=1 n=1 Q/ q
oraz ) /3
X a, & c /g\" & &
2-E 0 -
n—13 n=13 3 Q/S 3 q
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co w polaczeniu z warunkami podanymi w tresci zadania prowadzi do uktadu réwnan
c

=20
l1—¢q
c
=8
2—q
c
— =5
3—q
Po przemnozeniu rownan przez mianowniki wystepujace po lewej stronie otrzymujemy
c=20—-20q
c=16—8q
c=15—"5¢q

Odjecie stronami od pierwszych dwdch rownan trzeciego rownania daje
0=5—15¢q
{ 0=1-3q
c=15—-5¢q
Stad dostajemy rozwiazanie ¢ =1/3, c=40/3.
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
> 40

n=1 3"

371. Skonstruowac przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach rzeczywistych, ze sze-
n=1

o0 o0
regi > a? oraz Y. al sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci
n=1 n=1

o0 o0 o0
Sa,=5 oraz Y. al=>a,.
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sposdb I (dla mitosnikéw bezmysinych rachunkow)
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu rozwazmy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie ¢#£0 i ilorazie g0, pamietajac,
aby |q| < 1. Wéwcezas a,, = cg"!, a ze wzoru na sume szeregu geometrycznego otrzymujemy

[e%S) ) . c
D an=2 " =,
n=1 n=1 —q
o] 9 fe'e) ) 5 n—1 C2
S-S e (@) =L
n=1 n=1 q
oraz - ) - P 04
Yap=>c(¢")" =1
n=1 n=1 q
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co kolejno prowadzi do:

c = b—95q
c? c-c?
1-¢2  (1-¢)-(1+¢*)’
c = b—5Hq
1+q2’

c = 5—95¢q
1+¢* = ¢

Y

Pierwsze rownanie daje zaleznos¢ ¢ od ¢. Podstawiajac te zalezno$é¢ do drugiego réwnania
otrzymujemy kolejno:

P +1=25¢>—50qg+25,
24¢°> —50q+24=0,
12¢* —25¢+12=0,
- 254252 —4-12-12  25++/252 247 254 /(25—24)-(25+24)

24 24 24 -
254149 2547
24 24

Uwzgledniajac nier6wnosé |g| < 1 odrzucamy rozwiazanie g =32/24=4/3 > 1 i rozpatrujemy g =
18/24 =3/4. Ostatecznie

q=3/4, c¢=5/4.

Otrzymane rozwigzanie prowadzi do

L1 5 (3)"1 5-3n1
ap=cq" ~=—": = .

4 4n
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetliajacego warunki zadania jest szereg
00 5‘3n71

n=1 4n

Sposob 11 (dla myslgcych i vwaznie czytajgcych zaloZenia)

Przyjmijmy a, =1 dla n <5 oraz a, =0 dla n > 6. Wowczas dla dowolnej liczby naturalnej k
otrzymujemy

> ap=5,
n=1
skad wynika, ze podany szereg spelia warunki zadania.
372. Obliczy¢ sume szeregu

1
An2 -9~

00
>
n=1
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Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B
-9 (2n-3)(2n+3) 2n-3 2043

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (2n—3)(2n+3) otrzymujemy

1=A2n+3)+B(2n-3). (%)
Dla n=3/2 otrzymujemy A= 1/6, natomiast przyjecie n=—3/2 daje B=—1/6.
Inny sposéb: poréwnujge w réwnaniu (*) wspotczynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy uktad
rOWNAN T gO TOZWIGZUJEMY.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N 1 1 X 1 1
SN:nzléan—Q_GZ(Zn 3 2n+3)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
:6(<1 ) (—7)+(3—9)+(5—11)+(7—13)+(9—15)+---
1 1 1 1 1
+<2N—7 2N—1>+<2N—5_2N+1)+<2N—3_2N+3>>:
1/1 1 1 1 1 1 1/1 1 1 1
:6(—1+1+3_2N—1_2N+1_2N+3>:6(3_2N—1_2N+1_2N+3>’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/18.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/18.

373. Obliczy¢ sume szeregu

s 1
n; n?+3n’
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A 1 B, ze
1 1 A B

n?+3n n-(n+3) n n+3
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n+ 3) otrzymujemy
1=A(n+3)+DBn.

Dla n =0 otrzymujemy A=1/3, natomiast przyjecie n=—3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

=Y e s 5 o es) -
G0

AR W S S A OO SR U U S BN
N-3 N N—2 N+1 N—1 N+2 N N+3))
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BN NS SR S B
~3\1 2 3 N+1 N+4+2 N+3)°

co przy N dazacym do +oo zbiega do 11/18.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/18.

374. Obliczy¢ sume szeregu
e 1
n; In2+3n—2

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A 1 B, ze
1 1 A B

P 13n—2 (Bn-1)(3n+2) 3n—1 312’
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (3n—1)(3n+2) otrzymujemy
1=ABn+2)+B(3n—1).
Dla n=1/3 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n=—2/3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

S _% 1 1 %( 1 1 )_
NTZ~onzy3n—2 3 Z\3n—-1 3n+2)

_111+11+11++1 1+
3 2 5 5 8 8 11) 7 \3N—-7 3N-4

+1_1+1_1_11_1
3N—4 3N-1 3N—1 3N+2/)) 3 \2 3N+2)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/6.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/6.

375. Obliczy¢ sume szeregu

< 1
ng?) n?—4°
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A 1 B, ze
1 1 A B

n?—4 (n—2)(n+2) n-2 * n+2°
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)(n+2) otrzymujemy
1=A(n+2)+B(n—2).
Dla n =2 otrzymujemy A=1/4, natomiast przyjecie n=—2 daje B=—1/4.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N1 1 X 1 1
N e
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R N O R

N 1 1 N 1 1 N 1 1 N 1 1 B
N—-5 N-1 N—4 N N—-3 N+1 N—-2 N+2/)

11111 1 1 1 1)

"4 <1+2+3+4 N—1 N N+1 N+2
co przy N dazacym do +oo zbiega do 25/48.
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 25/48.

376. Obliczy¢ sume szeregu

o0 1
n; n-(n+2)-(n+3)
Rozwigzanie:

Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb A, B i C,

ze
1 A B C

n-(n+2)-(n+3) 5+n+2 +n+3 '

(1)

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+2)-(n+3) otrzymujemy
1=A-(n+2)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+2).
Dla n=0 otrzymujemy A=1/6, dla n=—2 dostajemy B=—1/2, natomiast przyjecie n=—3 daje
C'=1/3. Mozna tez utozy¢ uktad réwnan na wspdtezynniki i go rozwiazaé.
Zatem N-ta suma czeSciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem
N 1 No1/6 1/2  1/3
S - = S ) =
N ,;n-(n+2)-(n+3) Tgl(n n+2+n+3>
(160172 1/3\ (1/6 1/2 1/3\ (1/6 1/2 1/3\ (1/6 1/2 1/3
_<1_3+4>+<2_4+5>+<3_5+6)+<4_6+7)+
16 1/2  1/3 16 1/2 1/3) <1/6 1/2 1/3)
"'+<N—2 N+N+1>+<N—1 N+l N+2) TN N2t Nt

_1Y6,1/6 1/3 16 16 1/3 5 1/6 1/6  1/3

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 5/36.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 5/36.

377. Obliczy¢ sume szeregu

s 1
nz::l n?+5n
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n?+5n n-(n+5) n n+b’
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Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+5) otrzymujemy
1=A(n+5)+Bn.

Dla n =0 otrzymujemy A= 1/5, natomiast przyjecie n=—>5 daje B=—1/5.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 1M /1 1
SN_Z ;(n_n%) N

Zin2+5n 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
((1—6)+(2—7)+(3—8)+(4—9)+(5—m)+(6—n)+(7—1z)+-~
1 1 1 1 1 1 1 1
+(N—3_N+2)+<N—2_N+3>+<N—1_N+4>+(N_N+5>):

1 1+1+1 1+1 1 1 1 1 1
N 5 N+1 N+2 N+3 N+4 N+5)’

5\17 27371
co przy N dazacym do 400 zbiega do
1 (1+1+1+1+1) 1 60+30+20+15+12 137
1 2 3 4 5) 5 60 300
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 137/300.

5

378. Obliczy¢ sume szeregu

o0 1
nZ:?) nd—4n
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A, Bi C ze
1 1 A B C
= =
nd—4dn  (n—2)n-(n+2) n—2 n n+2
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)-n-(n+2) otrzymujemy
1=An-(n+2)+B-(n—2)-(n+2)+C-(n—2)-n.

Dla n=2 otrzymujemy A=1/8, dla n=0 dostajemy B = —1/4, natomiast przyjecie n=—2 daje
C=1/8.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N 1

1 X 1 2 1
V=% s S tara) -
L1201 1 2 1y /1 2 1 1 2 1 1 2 1
‘—8(<1—3+5)+(2—4+6>+(3—5+7)+<4—6+8)+(5‘7+9>+“
1 2 1 1 2 1
"+<N—6_N—4+N—2>+<N—5_N—3+N—1>+

+12i+1 2+1+13+1_
—4 N—-2 N N—-3 N-1 N+1 N—2 N N+2/)

1 r 1 1 1 1 1)

1
1727371 N1 N Nii Nt2
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co przy N dazacym do +oc0 zbiega do

(1,1 1 1y _11246-4-3 11
12 3 4) 8 12 96

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/96.

Uwaga: Nieco prostsze rachunkowo rozwiazanie moze by¢ oparte na tozsamosci

1 1 ( 1 1 )
(n—2)-n-(n+2) 4 \(n—2)-n n-(n+2))’
pod warunkiem, ze na nig jakos wpadniemy.

379. Obliczy¢ sume szeregu

& 1
nz::l n-(n+1)-(n+4) "
Rozwigzanie:

Rozt6zmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
1 A B C
=,
n-(n+1l)-(n+4) n n+l1 n+4
1=A-(n+1)-(n+4)+B-n-(n+4)+C-n-(n+1),
dlan=0: 1=4A4, A=1/4,
dlan=-1: 1=-3B, B=-1/3,

dlan=—-4: 1=12C, (C=1/12.

Zatem
1 /4 1/3 1/12
n-(n+l)-(n+d) n n+l n+d’
W konsekwencji sumy czedciowe danego szeregu wyrazaja si¢ wzorem
L (v )

;n-(n+1)-(n+4):§1 n  n+l n+4

+<%4_1?+1/812>+”‘+<J\}/—43_J\}?2+J1V/i21>+
St o ) ()

N N+1 N+4
1/4 1/12 1/12 1/12  1/4  1/12  1/12  1/12
"1 2 3 4 N+1 N+2 N+3 N+4
o238 14 112 1/12 112 23
144 N+1 N+2 N+3 N+4 144

przy N — oo.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest rowna 23/144.

Lista 4R - 606 - Strony 593-615



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

Niech 190
Q= dla neN.
n(n+1)(n+2)
Wiadomo, ze wowczas szereg » | a, jest zbiezny, a jego suma jest réwna 30.
n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.
oo
380. > (ap+a,41)= 40
n=1
oo
381. Y. (ap—Gpi1) = 20
oo
382. Y. (a1-a,)= 600
o
383. Y. (as-a,)= 150
oo
384. >
n=
S22
385. > (a;, — ;o) = 425

(.2 2
386. ) (an — an+3> = 429

n=1

387. § (20 —20n+1) = 31
n=2

388. § (20m —20n+1) = 3
n=3

o0
389. Y. (20 =2+l =1
n=4
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Niech 60
— dla neN.
n(n+1)
Wiadomo, ze wowczas szereg » | a, jest zbiezny, a jego suma jest réwna 60.
n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

o

390. > (@, +a,y1)= 90
n=1
o

391. Y. (ap —Gpi1) = 30
n=1
o

392. Y. (a1-a,)= 1800
n=1
(0@

393. Y. (as-a,)= 600
n=1
(0@

394. > a,= 20
n=3
< (.3 3

395. ) (an—anH) = 27000
n=1
o

396. 21 ((an—an+1)-(an+an+1)) = 900
n=
o0

397. Y (2% —2%+1) = 31
n=3
o0

398. > (200 —20tl) =7
n=4

309 3 (1/a2 +1600 /a2 +1600 ) = 10
n=1
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W kazdym z ponizszych 8 zadan podaj w postaci uproszczonej sume szeregu.

400. i (Vn-"Vn+1) =

401.%_%((7’ Hn+2)=v2-1

o0
402. Z (Vn-"/n+3)=v2+ V3 -2
o0
403. Z (Vn-"Vn+1)=v2-1
o0
404. Z((‘/ﬁ S/ n+2)=v2+ V3 —
0 1 n 1 n+1
00 1 1 2n+2 9
00 1 2n—+1 1 2n+3 9
Niech a 120 dla n € N. Wiadomo, ze woéwczas szere i a,, jest zbiezny, a jego suma
n = n(n—%2) g P n ) y, a jeg

jest rowna 90.
W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

o 0

408. Y. (ap+any1) = 140 409. Y (a, —an1) = 40
n=1 n=1
(2 2 — (2 2

410. ) (an—anH) = 1600 411. ) (an—an+2> = 1825
n=1 n=1

412. Y (an—an+3) = 1889 413. Y (20 =20t = 31
n=1 n=4
o0 o0

414. Y (290 =20t = 4v2-1 415. Y (2% —20nt) =1
n=6 n=10

o0

416. Y. (3 —3"t) = 2 a17. Y (49— 40t = 3

n=10 n=10
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418. Rozstrzygnac, czy szereg

o0

§1<\3/n3—|—n—n>

jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (na réznice szesciandéw), a nastepnie wykonujemy

szacowanie, aby skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:

0 00
3\/ n3+n—n = n >
”gl( > ngl (n3+n)2/3+n'(n3+n)1/3+n2/
00 n o n |
P - . e
= (n3+7n2)"° +-n- (n34n3)"/* 4+ n2 PO I R A DD

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

419. Rozstrzygnaé, czy szereg

i:: ( n*+n— n)

jest zbiezny.

Rozwigzanie:

1
n

=-400.

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na réznice kwadratow, a nastepnie wykonujemy szacowanie, aby

skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:
(4 nt+n—n)= 3 n <
x )= o) (V)
0 1 &1
n Y — <+

<nz::1 (\/4 n4+0—|—n>-<vn4+0+n2) :Z.nzln

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.

420. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu

> (Vnr i1 P)

Rozwigzanie:

Przeksztatcimy dany w zadaniu szereg korzystajac ze wzoru na réznice szesciandéw, a nastepnie

skorzystamy z kryterium poréwnawczego:

= (Y E T 1
Vn?+1—Vn <
"gl< ) nzl (n2—|—1)2/3_|_n2/3 Y21+ ni/s
< Lot L
\”gl ”2+O)2/3 n2/3-\3/n2+0+n4/3 3 o ni/3 o0

bo 4/3> 1.

Odpowiedz: Dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.
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421. Rozstrzygnac zbieznosé¢ szeregu
< (3n)!
2 287 (n!)3

n=1

Rozwigzanie:
W rozwigzaniu skorzystamy z kryterium d’Alemberta.

W tym celu przeksztatcimy iloraz kolejnych wyrazéw szeregu, przejdziemy z nim do granicy
przy n — o0, a nastepnie poroOwnamy otrzymang granice z liczba 1:

(3n+3)! 28"-(n!)®  (3n+1)-3n+2)-(3n+3) 27

(D) Bml Wenelp s
skad wynika, ze dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.

422. Rozstrzygnac¢ zbieznosé szeregu

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego w zadaniu szeregu:
(n+1)!-18"+1 (3:> SO (n+1)- nf‘ﬁ’(gzb')' B
3n+3 il olqgn . Gnid) L\ =
(Bref) - (n+ 1yt mlagn ORI (w4 )
B 18 B 18 18 8 2,(6) <1
-~ (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 1\" ~ (3nt1)-(3n+2)3 DIy S )
cnonaea (1+3) Tiheane (1+3) T 3¢ e

skad na mocy kryterium d’Alemberta wynika zbiezno$¢ szeregu.
Skorzystaliémy przy tym z nieréwnosci e >2, (6), ktéra wynika albo z zapamietanego rozwiniecia
dziesietnego e =2,7..., albo ze wzoru!

o 118
>y o=l o=
kzokl Z R

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

o0
1Co prawda jeszcze o wzorze e = E 2l nie méwiliSmy, ale jak ktos go zna, to moze w razie potrzeby zastosowac.
k=0 "
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423. Rozstrzygnac, czy szereg
oy ()
&
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium poréwnawczego a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

/7n+ 2n /0+ 2n

I

nlgn
(2::12)‘371 B (2n+2)..(n.)2 _(2n+1)-(2n+2)_}%>1
3ntl (2:)_3-((n+1)!)2-(2n)!_ 3-(n+1)2 377

oo (21
a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg ( ) jest rozbiezny, a stad na mocy kryterium

n=1
()
porownawczego rozbiezny jest takze szereg 7;1 EEETTE—
Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
424. Rozstrzygnac¢ zbieznosé szeregu
i (n4+1)"
a1 27
Rozwigzanie:
Oznaczmy a,, = (;j_;n i zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci szeregu i -
. n=1

Otrzymujemy
ol (n+1)""  (n+ 1)’
2n2 . nn3 - on . nn2

Vay, = =b,.

Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy ponownie
kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciagu (b,). Otrzymujemy

n—i—l " (n4+1)" 1 I\" e
b, = - = (14+-) 5S>1.
2mn 2 ( + n> 9
Z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) wynika wiec, ze

lim b, =+o00.

n—oo
Wobec tego
nh_)l’Iolo Ya, = hm b,=40c0>1,
oo
skad na podstawie kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu Y _ a,, wnioskujemy, ze szereg
n=1

ten jest rozbiezny.
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425. Podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich wartosci parametru p, dla ktérych podany
szereg jest zbiezny.

& 1 o0 n
a) EW, (2, oo) b) ;W, (6, oo)

00 n2 o) n3
C) T;w, (12, OO) d) nglm, <20, OO)

426. Dowiesc, ze jezeli szereg § a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1
> Vi
n=1 TN

tez jest zbiezny.

Wskazowka: Zastosowaé nierownos$é¢ miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng do liczb a,
1
oraz ﬁ
Rozwigzanie:
Z nieréwnosci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

1 At
<a—|—

n2
Ay —= X n
n n2 2 )
czyli
\/ an a'I’L
—— < 5 t53
n 2n
Poniewaz wiemy, ze
> 1
Z ) <400,
n=1"
a z zatozen zadania
oo
> a, <400,
n=1

dostajemy nieréwnosci
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427. Dane sg takie ciagi (a,) 1 (b,) 0 wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze

> a,=1 oraz > b,=9.
n=1 n=1

Udowodni¢ jedng z ponizszych nieréwnoéci'

\/7 (wersja tatwiejsza)
OO_
Z \/7 (wersja trudniejsza)

Wskazéwka: Skorzystaé¢ z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczna.
Rozwigzanie:

7, nieréwnoéci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczna liczb a,, i b, otrzymujemy

Vb, < an—;—bn .

Stad

s > (a, b s 1 & 19
nbn< 42 == n T 5" bn:* *:5a

2. o \Z(2+2> ?,n:f“%ng1 S

co konczy rozwigzanie tatwiejszej wersji zadania.

Z nieré6wnoéci miedzy Srednia geometryczna i arytmetyczng liczb 9a,, i b, otrzymujemy

\/ 9anbn<9an;bnu
\/an-bn<9an;bn.

glr Z<3an bn) iaqﬂr Zb 2 3,

czyli

Stad

co konczy rozwiazanie trudniejszej wersji zadania.

428. Dane sg takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze
(o.¢]

Sal=1 oraz Y b=1.
1 n=1

Dowies¢, ze

n=1
Rozwigzanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna dla trzech liczb a8, b3 1 b2
otrzymujemy
s b2+ b3 1 1+1+1
=5 Jabbis < ZGJF - (Z +Zb3+Zb3> et
= n=1 n=1 n=1
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429. Dany jest taki szereg zbiezny % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

oo [e.e]

S a, <8 oraz Y a)<64

n=1 n=1
Dowiedc, ze

o
S al<C
=1

gdzie C' =27 (wersja tatwiejsza) lub C' =16 (wersja trudniejsza).
Rozwigzanie:

Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednig geometryczna i arytmetyczna otrzymujemy

an—l—an—l—aﬁ
D D

8+8+64 80 81

1 o0 o0

— n _ = —:2

3@ +§a+2) . D o
oraz

00 o0 o 38 o Sy, - 4 o) 4
Zaizz Srnanaflzz v/8a 4a an< 8an+38‘a:—|—an:

n=1

64+64+64 192

1

n=1 n=1 n=1

430. Dane sg takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

o 6 o 13

> a,=8 oraz > by=1.

n=1 n=1
Dowies¢, ze

o
S a2 2.
n=1

Rozwigzanie:

Korzystajac z nier6wnosci miedzy Srednia geometryczna i arytmetyczna dla 3 liczb a8, 862 1 853

otrzymujemy
S 1 & 1 > a, +863+8b3
272 3
a‘bt =~ vab -8b3 -8b3 < — -~ 2 7

n=1

8+8—|—8

1 x [o@)
:2.<Zag+8-zb3+8.zb> —9.
n=1 n=1 n=1
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