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363. Wyznaczyć wszystkie zbieżne szeregi geometryczne
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich speł-

niające warunek
∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
a2n=9 .

Rozwiązanie:

Niech q będzie ilorazem szeregu geometrycznego
∞∑
n=1
an. Wówczas dodatniość wyrazów i zbieżność

szeregu pociągają nierówności a1> 0 oraz 0<q < 1, a wyrazy szeregu wyrażają się wzorem an=
a1q
n−1. Ponadto ze wzoru na sumę szeregu geometrycznego

∞∑
n=1
an=

a1
1−q
.

Ponieważ wyrazy szeregu
∞∑
n=1
a2n

wyrażają się wzorem
a2n= a

2
1 ·
(
q2
)n−1
,

szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a21 i ilorazie q
2. Wobec tego

∞∑
n=1
a2n=

a21
1−q2

.

Zatem warunki podane w treści zadania przyjmują postać
a1
1−q
=
a21
1−q2

=9 ,

co po przekształceniu prowadzi do układu równań a1 = 9 ·(1−q)a21 = 9 ·(1−q) ·(1+q)
Podstawienie a1=9 ·(1−q) do drugiego równania daje

81 ·(1−q)2=9 ·(1−q) ·(1+q) ,
skąd po uwzględnieniu q 6=1 i podzieleniu obustronnie przez 9 ·(1−q) otrzymujemy kolejno

9−9q= q+1 ,
q=4/5, a1=9/5 .

Odpowiedź: Jedynym szeregiem geometrycznym spełniającym warunki zadania jest szereg
∞∑
n=1

9 ·4n−1

5n
.

364. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że

∞∑
n=1
an=4 oraz

∞∑
n=1
a2n=8 .
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Rozwiązanie:
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.

W tym celu załóżmy, że an= cqn−1, pamiętając, aby c> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas
∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
cqn−1=

c

1−q
oraz

∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1
c2
(
q2
)n−1
=
c2

1−q2
,

co po uwzględnieniu warunków zadania oraz prowadzi do układu równań
c

1−q
= 4

c2

1−q2
= 8 ,

czyli {
c = 4(1−q)
c2 = 8(1−q2) .

Dzieląc drugie równanie przez pierwsze otrzymujemy

c=2+2q ,

co po podstawieniu do pierwszego równania daje kolejno

2+2q=4−4q ,
6q=2 ,

q=
1
3
,

skąd

c=2+2q=2+
2
3
=
8
3
.

Otrzymane rozwiązanie q=1/3, c=8/3 prowadzi do

an= cqn−1=
8
3n
.

Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg
∞∑
n=1

8
3n
.

365. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że

∞∑
n=1
an=3 oraz

∞∑
n=1
(−1)n+1an=1 .

Rozwiązanie:
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.
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W tym celu załóżmy, że an= aqn−1, pamiętając, aby a> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas
∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
aqn−1=

a

1−q
oraz ∞∑

n=1
(−1)n+1an=

∞∑
n=1
a(−q)n−1= a

1+q
,

co prowadzi do układu równań {
a=3(1−q)
a=1+q

mającego rozwiązanie q=1/2, a=3/2.
Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg

∞∑
n=1

3
2n
.

366. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że( ∞∑

n=1
an

)2
=2 ·

∞∑
n=1
a2n .

Dla podanego przykładu wyznaczyć wartości sum szeregów występujących w powyższym równaniu
i sprawdzić, że jest ono spełnione.
Rozwiązanie:

Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.
W tym celu załóżmy, że an= c ·qn−1, pamiętając, aby c> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas

∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
c ·qn−1= c

1−q
,

oraz
∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1
c2 ·

(
q2
)n−1
=
c2

1−q2
,

co w połączeniu z warunkiem podanym w treści zadania prowadzi do równania(
c

1−q

)2
=2 · c

2

1−q2
,

czyli
c2

(1−q)2
=
2 ·c2

1−q2
.

Przekształcanie powyższego równania prowadzi kolejno do:
c2

(1−q)2
=

2 ·c2

(1−q)(1+q)
,

1+q=2 ·(1−q) ,

1+q=2−2q ,

3q=1 ,
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q=1/3 .

Widzimy więc, że w przypadku szeregu geometrycznego, podany w zadaniu warunek jest speł-
niony wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz szeregu jest równy 1/3.
Możemy więc przyjąć

an=
1
3n
,

co prowadzi do
∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1

1
3n
=
1
2

oraz ∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1

1
9n
=
1
8
.

Wówczas podane w treści zadania równanie przyjmuje postać(
1
2

)2
=2 · 1
8
,

jest więc spełnione – każda z jego stron jest równa 1/4.

Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg
∞∑
n=1

1
3n
.

367. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że

∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
anan+1=6 .

Rozwiązanie:
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.

W tym celu załóżmy, że an= cqn−1, pamiętając, aby c> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas
∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
cqn−1=

c

1−q
oraz

∞∑
n=1
anan+1=

∞∑
n=1
c2q

(
q2
)n−1
=
c2q

1−q2
,

co po uwzględnieniu warunków zadania oraz prowadzi do układu równań
c

1−q
=6

c2q

1−q2
=6 ,

czyli {
c=6(1−q)
c2q=6(1−q2) .
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Dzieląc drugie równanie przez pierwsze otrzymujemy

cq=1+q ,

co po podstawieniu do pierwszego równania przemnożonego przez q daje kolejno

1+q=6q−6q2 ,
6q2−5q+1=0 ,

q=
5±1
12
,

skąd
q=1/3, c=4

lub
q=1/2, c=3 .

Otrzymane rozwiązania prowadzą odpowiednio do

an= cqn−1=
4
3n−1

oraz an= cqn−1=
3
2n−1
.

Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg
∞∑
n=1

3
2n−1
.

368. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że

∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
(an+an+1)

2=
4
3
.

Rozwiązanie:
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.

W tym celu załóżmy, że an= cqn−1, pamiętając, aby c> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas
∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
cqn−1=

c

1−q
oraz

∞∑
n=1
(an+an+1)

2=
∞∑
n=1
c2(1+q)2 ·

(
q2
)n−1
=
c2 ·(1+q)2

1−q2
,

co po uwzględnieniu warunków zadania oraz prowadzi do układu równań
c

1−q
=
4
3

c2 ·(1+q)2

1−q2
=
4
3
,

czyli {
3c=4(1−q)

3c2 ·(1+q)= 4(1−q) .
Dzieląc drugie równanie przez pierwsze otrzymujemy

c ·(1+q)= 1 ,
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co po podstawieniu do pierwszego równania przemnożonego przez 1+q daje kolejno

3=4 ·
(
1−q2

)
,

3/4=1−q2 ,

q2=1/4 ,

skąd
q=1/2, c=1/(1+q)= 2/3 .

Otrzymane rozwiązanie prowadzi do

an= cqn−1=
1

3 ·2n−2
.

Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg
∞∑
n=1

1
3 ·2n−2

.

369. Wyznaczyć wszystkie zbieżne szeregi geometryczne
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich speł-

niające warunek
∞∑
n=1
an=3 ·

∞∑
n=1
a2n=15 ·

∞∑
n=1
a4n .

Rozwiązanie:

Niech q będzie ilorazem szeregu geometrycznego
∞∑
n=1
an. Wówczas dodatniość wyrazów i zbieżność

szeregu pociągają nierówności a1> 0 oraz 0<q < 1, a wyrazy szeregu wyrażają się wzorem an=
a1q
n−1. Ponadto ze wzoru na sumę szeregu geometrycznego

∞∑
n=1
an=

a1
1−q
.

Ponieważ wyrazy szeregów
∞∑
n=1
a2n oraz

∞∑
n=1
a4n

wyrażają się odpowiednio wzorami

a2n= a
2
1 ·
(
q2
)n−1

oraz a4n= a
4
1 ·
(
q4
)n−1
,

szeregi te są szeregami geometrycznymi o ilorazach odpowiednio q2 oraz q4. Wobec tego
∞∑
n=1
a2n=

a21
1−q2

oraz
∞∑
n=1
a4n=

a41
1−q4

.

Zatem warunek podany w treści zadania przyjmuje postać
a1
1−q
=3 · a

2
1

1−q2
=15 · a

4
1

1−q4
,

Lista 4R - 598 - Strony 593–615



Jarosław Wróblewski Analiza Matematyczna 1, zima 2026/27

co prowadzi do układu równań 

a1
1−q

= 3 · a
2
1

1−q2
a21
1−q2

= 5 · a
4
1

1−q4

równoważnego (po uproszczeniu) układowi 1+q = 3 ·a1
1+q2 = 5 ·a21

Z pierwszego równania otrzymujemy q=3a1−1, co po podstawieniu do równania drugiego daje
1+(3a1−1)2=5a21 ,

czyli kolejno
1+9a21−6a1+1=5a21 ,

4a21−6a1+2=0 ,

2a21−3a1+1=0 ,

co jest spełnione przez a1=1 oraz a1=1/2, prowadzące odpowiednio do q=2 oraz q=1/2. Pierwsze
z tych rozwiązań odrzucamy, gdyż nie spełnia ono nierówności q < 1.
Odpowiedź: Jedynym szeregiem geometrycznym spełniającym warunki zadania jest szereg

∞∑
n=1

1
2n
.

370. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że

∞∑
n=1
an=20,

∞∑
n=1

an
2n
=8 oraz

∞∑
n=1

an
3n
=5 .

Rozwiązanie:
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.
W tym celu załóżmy, że an= c ·qn−1, pamiętając, aby c> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas

∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
c ·qn−1= c

1−q
,

∞∑
n=1

an
2n
=
∞∑
n=1

c

2
·
(q
2

)n−1
=
c/2
1−q/2

=
c

2−q
oraz

∞∑
n=1

an
3n
=
∞∑
n=1

c

3
·
(q
3

)n−1
=
c/3
1−q/3

=
c

3−q
,
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co w połączeniu z warunkami podanymi w treści zadania prowadzi do układu równań

c

1−q
=20

c

2−q
=8

c

3−q
=5

Po przemnożeniu równań przez mianowniki występujące po lewej stronie otrzymujemy
c=20−20q
c=16−8q
c=15−5q

Odjęcie stronami od pierwszych dwóch równań trzeciego równania daje
0=5−15q
0=1−3q
c=15−5q

Stąd dostajemy rozwiązanie q=1/3, c=40/3.
Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg

∞∑
n=1

40
3n
.

371. Skonstruować przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach rzeczywistych, że sze-

regi
∞∑
n=1
a2n oraz

∞∑
n=1
a4n są zbieżne, a ponadto zachodzą równości

∞∑
n=1
an=5 oraz

∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1
a4n .

Rozwiązanie:
Sposób I (dla miłośników bezmyślnych rachunków)
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.

W tym celu rozważmy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie c 6=0 i ilorazie q 6=0, pamiętając,
aby |q|< 1. Wówczas an= cqn−1, a ze wzoru na sumę szeregu geometrycznego otrzymujemy

∞∑
n=1
an=

∞∑
n=1
cqn−1=

c

1−q
,

∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1
c2
(
q2
)n−1
=
c2

1−q2
oraz

∞∑
n=1
a4n=

∞∑
n=1
c4
(
q4
)n−1
=
c4

1−q4
,

co po uwzględnieniu warunków zadania prowadzi do układu równań

c

1−q
= 5

c2

1−q2
=

c4

1−q4
,
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co kolejno prowadzi do: 
c = 5−5q

c2

1−q2
=

c2 ·c2

(1−q2) ·(1+q2)
,


c = 5−5q

1 =
c2

1+q2
,

{
c = 5−5q
1+q2 = c2 ,

Pierwsze równanie daje zależność c od q. Podstawiając tę zależność do drugiego równania
otrzymujemy kolejno:

q2+1=25q2−50q+25 ,

24q2−50q+24=0 ,

12q2−25q+12=0 ,

q=
25±
√
252−4 ·12 ·12
24

=
25±
√
252−242
24

=
25±

√
(25−24) ·(25+24)
24

=

=
25±
√
49

24
=
25±7
24
.

Uwzględniając nierówność |q|< 1 odrzucamy rozwiązanie q=32/24= 4/3> 1 i rozpatrujemy q=
18/24=3/4. Ostatecznie

q=3/4 , c=5/4 .

Otrzymane rozwiązanie prowadzi do

an= cqn−1=
5
4
·
(
3
4

)n−1
=
5 ·3n−1

4n
.

Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg
∞∑
n=1

5 ·3n−1

4n
.

Sposób II (dla myślących i uważnie czytających założenia)
Przyjmijmy an=1 dla n¬ 5 oraz an=0 dla n­ 6. Wówczas dla dowolnej liczby naturalnej k

otrzymujemy
∞∑
n=1
akn=5 ,

skąd wynika, że podany szereg spełnia warunki zadania.

372. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

1
4n2−9

.
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Rozwiązanie:
Szukamy takich liczb A i B, że

1
4n2−9

=
1

(2n−3)(2n+3)
=
A

2n−3
+
B

2n+3
.

Po wymnożeniu prawej równości stronami przez (2n−3)(2n+3) otrzymujemy
1=A(2n+3)+B(2n−3) . (∗)

Dla n=3/2 otrzymujemy A=1/6, natomiast przyjęcie n=−3/2 daje B=−1/6.
Inny sposób: porównując w równaniu (*) współczynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy układ
równań i go rozwiązujemy.

Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=1

1
4n2−9

=
1
6

N∑
n=1

(
1
2n−3

− 1
2n+3

)
=

=
1
6

((
1
−1
− 1
5

)
+
(
1
1
− 1
7

)
+
(
1
3
− 1
9

)
+
(
1
5
− 1
11

)
+
(
1
7
− 1
13

)
+
(
1
9
− 1
15

)
+ . . .

. . .+
(
1

2N−7
− 1
2N−1

)
+
(
1

2N−5
− 1
2N+1

)
+
(
1

2N−3
− 1
2N+3

))
=

=
1
6

(
1
−1
+
1
1
+
1
3
− 1
2N−1

− 1
2N+1

− 1
2N+3

)
=
1
6

(
1
3
− 1
2N−1

− 1
2N+1

− 1
2N+3

)
,

co przy N dążącym do +∞ zbiega do 1/18.
Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 1/18.

373. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

1
n2+3n

.

Rozwiązanie:
Szukamy takich liczb A i B, że

1
n2+3n

=
1

n ·(n+3)
=
A

n
+
B

n+3
.

Po wymnożeniu prawej równości stronami przez n ·(n+3) otrzymujemy
1=A(n+3)+Bn .

Dla n=0 otrzymujemy A=1/3, natomiast przyjęcie n=−3 daje B=−1/3.
Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=1

1
n2+3n

=
1
3

N∑
n=1

(
1
n
− 1
n+3

)
=

=
1
3

((
1
1
− 1
4

)
+
(
1
2
− 1
5

)
+
(
1
3
− 1
6

)
+
(
1
4
− 1
7

)
+
(
1
5
− 1
8

)
+ . . .

. . .+
(
1
N−3

− 1
N

)
+
(
1
N−2

− 1
N+1

)
+
(
1
N−1

− 1
N+2

)
+
(
1
N
− 1
N+3

))
=
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=
1
3

(
1
1
+
1
2
+
1
3
− 1
N+1

− 1
N+2

− 1
N+3

)
,

co przy N dążącym do +∞ zbiega do 11/18.

Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 11/18.

374. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

1
9n2+3n−2

.

Rozwiązanie:
Szukamy takich liczb A i B, że

1
9n2+3n−2

=
1

(3n−1)(3n+2)
=
A

3n−1
+
B

3n+2
.

Po wymnożeniu prawej równości stronami przez (3n−1)(3n+2) otrzymujemy
1=A(3n+2)+B(3n−1) .

Dla n=1/3 otrzymujemy A=1/3, natomiast przyjęcie n=−2/3 daje B=−1/3.
Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=1

1
9n2+3n−2

=
1
3
·
N∑
n=1

(
1
3n−1

− 1
3n+2

)
=

=
1
3
·
((
1
2
− 1
5

)
+
(
1
5
− 1
8

)
+
(
1
8
− 1
11

)
+ . . .+

(
1

3N−7
− 1
3N−4

)
+

+
(
1

3N−4
− 1
3N−1

)
+
(
1

3N−1
− 1
3N+2

))
=
1
3
·
(
1
2
− 1
3N+2

)
,

co przy N dążącym do +∞ zbiega do 1/6.

Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 1/6.

375. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=3

1
n2−4

.

Rozwiązanie:
Szukamy takich liczb A i B, że

1
n2−4

=
1

(n−2)(n+2)
=
A

n−2
+
B

n+2
.

Po wymnożeniu prawej równości stronami przez (n−2)(n+2) otrzymujemy
1=A(n+2)+B(n−2) .

Dla n=2 otrzymujemy A=1/4, natomiast przyjęcie n=−2 daje B=−1/4.
Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=3

1
n2−4

=
1
4

N∑
n=3

(
1
n−2

− 1
n+2

)
=
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=
1
4

((
1
1
− 1
5

)
+
(
1
2
− 1
6

)
+
(
1
3
− 1
7

)
+
(
1
4
− 1
8

)
+
(
1
5
− 1
9

)
+ . . .+

(
1
N−6

− 1
N−2

)
+

+
(
1
N−5

− 1
N−1

)
+
(
1
N−4

− 1
N

)
+
(
1
N−3

− 1
N+1

)
+
(
1
N−2

− 1
N+2

))
=

=
1
4

(
1
1
+
1
2
+
1
3
+
1
4
− 1
N−1

− 1
N
− 1
N+1

− 1
N+2

)
,

co przy N dążącym do +∞ zbiega do 25/48.
Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 25/48.

376. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

1
n ·(n+2) ·(n+3)

.

Rozwiązanie:
Rozkładamy wyrażenie pod znakiem sumy na ułamki proste, czyli szukamy takich liczb A, B i C,
że

1
n ·(n+2) ·(n+3)

=
A

n
+
B

n+2
+
C

n+3
. (1)

Po wymnożeniu prawej równości stronami przez n ·(n+2) ·(n+3) otrzymujemy
1=A ·(n+2) ·(n+3)+B ·n ·(n+3)+C ·n ·(n+2) .

Dla n=0 otrzymujemy A=1/6, dla n=−2 dostajemy B=−1/2, natomiast przyjęcie n=−3 daje
C =1/3. Można też ułożyć układ równań na współczynniki i go rozwiązać.
Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=1

1
n ·(n+2) ·(n+3)

=
N∑
n=1

(
1/6
n
− 1/2
n+2

+
1/3
n+3

)
=

=
(
1/6
1
− 1/2
3
+
1/3
4

)
+
(
1/6
2
− 1/2
4
+
1/3
5

)
+
(
1/6
3
− 1/2
5
+
1/3
6

)
+
(
1/6
4
− 1/2
6
+
1/3
7

)
+ . . .

. . .+
(
1/6
N−2

− 1/2
N
+
1/3
N+1

)
+
(
1/6
N−1

− 1/2
N+1

+
1/3
N+2

)
+
(
1/6
N
− 1/2
N+2

+
1/3
N+3

)
=

=
1/6
1
+
1/6
2
− 1/3
3
− 1/6
N+1

− 1/6
N+2

+
1/3
N+3

=
5
36
− 1/6
N+1

− 1/6
N+2

+
1/3
N+3

,

co przy N dążącym do +∞ zbiega do 5/36.
Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 5/36.

377. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

1
n2+5n

.

Rozwiązanie:
Szukamy takich liczb A i B, że

1
n2+5n

=
1

n ·(n+5)
=
A

n
+
B

n+5
.
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Po wymnożeniu prawej równości stronami przez n ·(n+5) otrzymujemy
1=A(n+5)+Bn .

Dla n=0 otrzymujemy A=1/5, natomiast przyjęcie n=−5 daje B=−1/5.
Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=1

1
n2+5n

=
1
5

N∑
n=1

(
1
n
− 1
n+5

)
=

=
1
5

((
1
1
− 1
6

)
+
(
1
2
− 1
7

)
+
(
1
3
− 1
8

)
+
(
1
4
− 1
9

)
+
(
1
5
− 1
10

)
+
(
1
6
− 1
11

)
+
(
1
7
− 1
12

)
+ . . .

. . .+
(
1
N−3

− 1
N+2

)
+
(
1
N−2

− 1
N+3

)
+
(
1
N−1

− 1
N+4

)
+
(
1
N
− 1
N+5

))
=

=
1
5

(
1
1
+
1
2
+
1
3
+
1
4
+
1
5
− 1
N+1

− 1
N+2

− 1
N+3

− 1
N+4

− 1
N+5

)
,

co przy N dążącym do +∞ zbiega do
1
5
·
(
1
1
+
1
2
+
1
3
+
1
4
+
1
5

)
=
1
5
· 60+30+20+15+12

60
=
137
300
.

Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 137/300.

378. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=3

1
n3−4n

.

Rozwiązanie:
Szukamy takich liczb A, B i C że

1
n3−4n

=
1

(n−2) ·n ·(n+2)
=
A

n−2
+
B

n
+
C

n+2
.

Po wymnożeniu prawej równości stronami przez (n−2) ·n ·(n+2) otrzymujemy
1=A ·n ·(n+2)+B ·(n−2) ·(n+2)+C ·(n−2) ·n .

Dla n=2 otrzymujemy A=1/8, dla n=0 dostajemy B=−1/4, natomiast przyjęcie n=−2 daje
C =1/8.
Zatem N -ta suma częściowa danego szeregu wyraża się wzorem

SN =
N∑
n=3

1
n3−4n

=
1
8
·
N∑
n=3

(
1
n−2

− 2
n
+
1
n+2

)
=

=
1
8
·
((
1
1
− 2
3
+
1
5

)
+
(
1
2
− 2
4
+
1
6

)
+
(
1
3
− 2
5
+
1
7

)
+
(
1
4
− 2
6
+
1
8

)
+
(
1
5
− 2
7
+
1
9

)
+ . . .

. . .+
(
1
N−6

− 2
N−4

+
1
N−2

)
+
(
1
N−5

− 2
N−3

+
1
N−1

)
+

+
(
1
N−4

− 2
N−2

+
1
N

)
+
(
1
N−3

− 2
N−1

+
1
N+1

)
+
(
1
N−2

− 2
N
+
1
N+2

))
=

=
1
8
·
(
1
1
+
1
2
− 1
3
− 1
4
− 1
N−1

− 1
N
+
1
N+1

+
1
N+2

)
,
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co przy N dążącym do +∞ zbiega do
1
8
·
(
1
1
+
1
2
− 1
3
− 1
4

)
=
1
8
· 12+6−4−3

12
=
11
96
.

Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg ma sumę równą 11/96.

Uwaga: Nieco prostsze rachunkowo rozwiązanie może być oparte na tożsamości
1

(n−2) ·n ·(n+2)
=
1
4
·
(

1
(n−2) ·n

− 1
n ·(n+2)

)
,

pod warunkiem, że na nią jakoś wpadniemy.

379. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

1
n ·(n+1) ·(n+4)

.

Rozwiązanie:
Rozłóżmy na ułamki proste wyraz ogólny szeregu:

1
n ·(n+1) ·(n+4)

=
A

n
+
B

n+1
+
C

n+4
,

1=A ·(n+1) ·(n+4)+B ·n ·(n+4)+C ·n ·(n+1) ,

dla n=0 : 1= 4A, A=1/4 ,

dla n=−1 : 1=−3B, B=−1/3 ,

dla n=−4 : 1= 12C, C =1/12 .

Zatem
1

n ·(n+1) ·(n+4)
=
1/4
n
− 1/3
n+1

+
1/12
n+4

.

W konsekwencji sumy częściowe danego szeregu wyrażają się wzorem
N∑
n=1

1
n ·(n+1) ·(n+4)

=
N∑
n=1

(
1/4
n
− 1/3
n+1

+
1/12
n+4

)
=

=
(
1/4
1
− 1/3
2
+
1/12
5

)
+
(
1/4
2
− 1/3
3
+
1/12
6

)
+
(
1/4
3
− 1/3
4
+
1/12
7

)
+

+
(
1/4
4
− 1/3
5
+
1/12
8

)
+ . . .+

(
1/4
N−3

− 1/3
N−2

+
1/12
N+1

)
+

+
(
1/4
N−2

− 1/3
N−1

+
1/12
N+2

)
+
(
1/4
N−1

− 1/3
N
+
1/12
N+3

)
+
(
1/4
N
− 1/3
N+1

+
1/12
N+4

)
=

=
1/4
1
− 1/12
2
− 1/12
3
− 1/12
4
− 1/4
N+1

+
1/12
N+2

+
1/12
N+3

+
1/12
N+4

=

=
23
144
− 1/4
N+1

+
1/12
N+2

+
1/12
N+3

+
1/12
N+4

→ 23
144

przy N→∞.
Odpowiedź: Suma danego szeregu jest równa 23/144.
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Niech
an=

120
n(n+1)(n+2)

dla n∈N .

Wiadomo, że wówczas szereg
∞∑
n=1
an jest zbieżny, a jego suma jest równa 30.

W każdym z poniższych 10 zadań podaj sumę szeregu.

380.
∞∑
n=1
(an+an+1) = 40

381.
∞∑
n=1
(an−an+1) = 20

382.
∞∑
n=1
(a1 ·an) = 600

383.
∞∑
n=1
(a2 ·an) = 150

384.
∞∑
n=1

(
a2n−a2n+1

)
= 400

385.
∞∑
n=1

(
a2n−a2n+2

)
= 425

386.
∞∑
n=1

(
a2n−a2n+3

)
= 429

387.
∞∑
n=2
(2an−2an+1) = 31

388.
∞∑
n=3
(2an−2an+1) = 3

389.
∞∑
n=4
(2an−2an+1) = 1
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Niech
an=

60
n(n+1)

dla n∈N .

Wiadomo, że wówczas szereg
∞∑
n=1
an jest zbieżny, a jego suma jest równa 60.

W każdym z poniższych 10 zadań podaj sumę szeregu.

390.
∞∑
n=1
(an+an+1) = 90

391.
∞∑
n=1
(an−an+1) = 30

392.
∞∑
n=1
(a1 ·an) = 1800

393.
∞∑
n=1
(a2 ·an) = 600

394.
∞∑
n=3
an= 20

395.
∞∑
n=1

(
a3n−a3n+1

)
= 27000

396.
∞∑
n=1

(
(an−an+1) · (an+an+1)

)
= 900

397.
∞∑
n=3
(2an−2an+1) = 31

398.
∞∑
n=4
(2an−2an+1) = 7

399.
∞∑
n=1

(√
a2n+1600−

√
a2n+1+1600

)
= 10
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W każdym z poniższych 8 zadań podaj w postaci uproszczonej sumę szeregu.

400.
∞∑
n=1

(
n
√
n−n+1
√
n+1

)
= 0

401.
∞∑
n=1

(
n
√
n−n+2
√
n+2

)
=
√
2−1

402.
∞∑
n=1

(
n
√
n−n+3
√
n+3

)
=
√
2+ 3
√
3−2

403.
∞∑
n=2

(
n
√
n−n+1
√
n+1

)
=
√
2−1

404.
∞∑
n=2

(
n
√
n−n+2
√
n+2

)
=
√
2+ 3
√
3−2

405.
∞∑
n=1

(1+ 1
n

)n
−
(
1+

1
n+1

)n+1=2−e

406.
∞∑
n=1

(1+ 1
n

)2n
−
(
1+

1
n+1

)2n+2=4−e2

407.
∞∑
n=1

(1+ 1
n

)2n+1
−
(
1+

1
n+1

)2n+3=8−e2

Niech an=
120
n(n+2)

dla n∈N. Wiadomo, że wówczas szereg
∞∑
n=1
an jest zbieżny, a jego suma

jest równa 90.
W każdym z poniższych 10 zadań podaj sumę szeregu.

408.
∞∑
n=1
(an+an+1) = 140 409.

∞∑
n=1
(an−an+1) = 40

410.
∞∑
n=1

(
a2n−a2n+1

)
= 1600 411.

∞∑
n=1

(
a2n−a2n+2

)
= 1825

412.
∞∑
n=1

(
a2n−a2n+3

)
= 1889 413.

∞∑
n=4
(2an−2an+1) = 31

414.
∞∑
n=6
(2an−2an+1) = 4√2−1 415.

∞∑
n=10
(2an−2an+1) = 1

416.
∞∑
n=10
(3an−3an+1) = 2 417.

∞∑
n=10
(4an−4an+1) = 3
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418. Rozstrzygnąć, czy szereg
∞∑
n=1

( 3√
n3+n−n

)
jest zbieżny.
Rozwiązanie:

Korzystamy ze wzoru skróconego mnożenia (na różnicę sześcianów), a następnie wykonujemy
szacowanie, aby skorzystać z kryterium porównawczego:

∞∑
n=1

( 3√
n3+n−n

)
=
∞∑
n=1

n

(n3+n)2/3+n ·(n3+n)1/3+n2
­

­
∞∑
n=1

n

(n3+7n3)2/3+n ·(n3+7n3)1/3+n2
=
∞∑
n=1

n

4n2+2n2+n2
=
1
7
·
∞∑
n=1

1
n
=+∞ .

Odpowiedź: Podany szereg jest rozbieżny.

419. Rozstrzygnąć, czy szereg
∞∑
n=1

( 4√
n4+n−n

)
jest zbieżny.
Rozwiązanie:

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na różnicę kwadratów, a następnie wykonujemy szacowanie, aby
skorzystać z kryterium porównawczego:

∞∑
n=1

( 4√
n4+n−n

)
=
∞∑
n=1

n(
4√n4+n+n

)
·
(√
n4+n+n2

) ¬
¬
∞∑
n=1

n(
4√n4+0+n

)
·
(√
n4+0+n2

) = 1
4
·
∞∑
n=1

1
n2
<+∞ .

Odpowiedź: Podany szereg jest zbieżny.

420. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

( 3√
n2+1− 3

√
n2
)
.

Rozwiązanie:
Przekształcimy dany w zadaniu szereg korzystając ze wzoru na różnicę sześcianów, a następnie
skorzystamy z kryterium porównawczego:

∞∑
n=1

( 3√
n2+1− 3

√
n2
)
=
∞∑
n=1

1

(n2+1)2/3+n2/3 · 3
√
n2+1+n4/3

¬

¬
∞∑
n=1

1

(n2+0)2/3+n2/3 · 3
√
n2+0+n4/3

=
1
3
·
∞∑
n=1

1
n4/3
<+∞ ,

bo 4/3> 1.

Odpowiedź: Dany w treści zadania szereg jest zbieżny.
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421. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

(3n)!
28n ·(n!)3

.

Rozwiązanie:
W rozwiązaniu skorzystamy z kryterium d’Alemberta.
W tym celu przekształcimy iloraz kolejnych wyrazów szeregu, przejdziemy z nim do granicy

przy n→∞, a następnie porównamy otrzymaną granicę z liczbą 1:
(3n+3)!

28n+1 ·((n+1)!)3
· 28
n ·(n!)3

(3n)!
=
(3n+1) ·(3n+2) ·(3n+3)

28 ·(n+1)3
→ 27
28
< 1 ,

skąd wynika, że dany w treści zadania szereg jest zbieżny.

422. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

n! ·18n(
3n
n

)
·nn
.

Rozwiązanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego w zadaniu szeregu:

(n+1)! ·18n+1(
3n+3
n+1

)
·(n+1)n+1

·
(
3n
n

)
·nn

n! ·18n
=

(n+1) ·18 · (3n)!
n!·(2n)!

(3n+3)!
(n+1)!·(2n+2)! ·

(
n+1
n

)n ·(n+1) =
=

18
(3n+1)·(3n+2)·(3n+3)
(n+1)·(2n+1)·(2n+2) ·

(
1+ 1

n

)n = 18
(3n+1)·(3n+2)·3
(n+1)·(2n+1)·2 ·

(
1+ 1

n

)n → 18
27
4 ·e
=
8
3e
=
2,(6)
e
< 1 ,

skąd na mocy kryterium d’Alemberta wynika zbieżność szeregu.
Skorzystaliśmy przy tym z nierówności e>2,(6), która wynika albo z zapamiętanego rozwinięcia

dziesiętnego e=2,7 . . ., albo ze wzoru1

e=
∞∑
k=0

1
k!
>
3∑
k=0

1
k!
= 1+1+

1
2
+
1
6
=
8
3
.

Odpowiedź: Dany w zadaniu szereg jest zbieżny.

1Co prawda jeszcze o wzorze e=
∞∑
k=0

1
k!
nie mówiliśmy, ale jak ktoś go zna, to może w razie potrzeby zastosować.
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423. Rozstrzygnąć, czy szereg
∞∑
n=1

√
7n+

(
2n
n

)2
3n

jest zbieżny.
Rozwiązanie:

Korzystamy z kryterium porównawczego, a następnie z kryterium d’Alemberta:

∞∑
n=1

√
7n+

(
2n
n

)2
3n

­
∞∑
n=1

√
0+

(
2n
n

)2
3n

=
∞∑
n=1

(
2n
n

)
3n
,

(
2n+2
n+1

)
3n+1

· 3
n(
2n
n

) = (2n+2)! ·(n!)2

3 ·((n+1)!)2 ·(2n)!
=
(2n+1) ·(2n+2)
3 ·(n+1)2

→ 4
3
> 1 ,

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg
∞∑
n=1

(
2n
n

)
3n
jest rozbieżny, a stąd na mocy kryterium

porównawczego rozbieżny jest także szereg
∞∑
n=1

√
7n+

(
2n
n

)2
3n

.

Odpowiedź: Podany szereg jest rozbieżny.

424. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

(n+1)n
3

2n2 ·nn3
.

Rozwiązanie:

Oznaczmy an=
(n+1)n

3

2n2 ·nn3
i zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieżności szeregu

∞∑
n=1
an.

Otrzymujemy

n
√
an=

n

√√√√(n+1)n3
2n2 ·nn3

=
(n+1)n

2

2n ·nn2
= bn .

Ponieważ nie umiemy od razu stwierdzić, do czego dąży bn przy n→∞, stosujemy ponownie
kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciągu (bn). Otrzymujemy

n
√
bn=

n

√√√√(n+1)n2
2n ·nn2

=
(n+1)n

2 ·nn
=
1
2
·
(
1+
1
n

)n
→ e
2
> 1 .

Z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciągu (bn) wynika więc, że

lim
n→∞bn=+∞ .

Wobec tego
lim
n→∞

n
√
an= limn→∞bn=+∞> 1 ,

skąd na podstawie kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu
∞∑
n=1
an wnioskujemy, że szereg

ten jest rozbieżny.
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425. Podaj w postaci przedziału zbiór wszystkich wartości parametru p, dla których podany
szereg jest zbieżny.

a)
∞∑
n=1

1√
np+1

,
(
2,∞

)
b)

∞∑
n=1

n
3√np+1

,
(
6,∞

)

c)
∞∑
n=1

n2

4√np+1
,
(
12,∞

)
d)

∞∑
n=1

n3

5√np+1
,
(
20,∞

)

426. Dowieść, że jeżeli szereg
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich jest zbieżny, to szereg

∞∑
n=1

√
an
n

też jest zbieżny.
Wskazówka: Zastosować nierówność między średnią geometryczną i arytmetyczną do liczb an

oraz
1
n2
.

Rozwiązanie:
Z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną otrzymujemy√

an ·
1
n2
¬
an+ 1n2
2
,

czyli √
an
n
¬ an
2
+
1
2n2
.

Ponieważ wiemy, że
∞∑
n=1

1
n2
<+∞ ,

a z założeń zadania ∞∑
n=1
an<+∞ ,

dostajemy nierówności
∞∑
n=1

√
an
n
¬
∞∑
n=1

(
an
2
+
1
2n2

)
=
1
2
·
∞∑
n=1
an+
1
2
·
∞∑
n=1

1
n2
<+∞ .
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427. Dane są takie ciągi (an) i (bn) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, że
∞∑
n=1
an=1 oraz

∞∑
n=1
bn=9 .

Udowodnić jedną z poniższych nierówności:
∞∑
n=1

√
anbn¬ 5 (wersja łatwiejsza)

∞∑
n=1

√
anbn¬ 3 (wersja trudniejsza)

Wskazówka: Skorzystać z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną.
Rozwiązanie:

Z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną liczb an i bn otrzymujemy√
an ·bn¬

an+bn
2
.

Stąd
∞∑
n=1

√
anbn¬

∞∑
n=1

(
an
2
+
bn
2

)
=
1
2
·
∞∑
n=1
an+
1
2
·
∞∑
n=1
bn=
1
2
+
9
2
=5 ,

co kończy rozwiązanie łatwiejszej wersji zadania.

Z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną liczb 9an i bn otrzymujemy√
9an ·bn¬

9an+bn
2
,

czyli √
an ·bn¬

9an+bn
6
.

Stąd
∞∑
n=1

√
anbn¬

∞∑
n=1

(
3an
2
+
bn
6

)
=
3
2
·
∞∑
n=1
an+
1
6
·
∞∑
n=1
bn=
3
2
+
3
2
=3 ,

co kończy rozwiązanie trudniejszej wersji zadania.

428. Dane są takie ciągi (an) i (bn) o wyrazach dodatnich, że
∞∑
n=1
a6n=1 oraz

∞∑
n=1
b3n=1 .

Dowieść, że
∞∑
n=1
a2nb
2
n¬ 1 .

Rozwiązanie:
Korzystając z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną dla trzech liczb a6n, b

3
n i b

3
n

otrzymujemy
∞∑
n=1
a2nb
2
n=

∞∑
n=1

3
√
a6nb
3
nb
3
n¬

∞∑
n=1

a6n+b
3
n+b

3
n

3
=
1
3
·
( ∞∑
n=1
a6n+

∞∑
n=1
b3n+

∞∑
n=1
b3n

)
=
1+1+1
3
=1 .
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429. Dany jest taki szereg zbieżny
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich, że

∞∑
n=1
an¬ 8 oraz

∞∑
n=1
a4n¬ 64 .

Dowieść, że
∞∑
n=1
a2n¬C ,

gdzie C =27 (wersja łatwiejsza) lub C =16 (wersja trudniejsza).
Rozwiązanie:

Korzystając z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną otrzymujemy
∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1

3
√
anana4n¬

∞∑
n=1

an+an+a4n
3

=

=
1
3
·
( ∞∑
n=1
an+

∞∑
n=1
an+

∞∑
n=1
a4n

)
¬ 8+8+64

3
=
80
3
<
81
3
=27

oraz
∞∑
n=1
a2n=

∞∑
n=1

3
√
anana4n=

∞∑
n=1

3
√
8an ·8an ·a4n
4

¬
∞∑
n=1

8an+8an+a4n
3 ·4

=

=
1
12
·
(
8 ·
∞∑
n=1
an+8 ·

∞∑
n=1
an+

∞∑
n=1
a4n

)
¬ 64+64+64

12
=
192
12
=16 .

430. Dane są takie ciągi (an) i (bn) o wyrazach dodatnich, że
∞∑
n=1
a6n=8 oraz

∞∑
n=1
b3n=1 .

Dowieść, że
∞∑
n=1
a2nb
2
n¬ 2 .

Rozwiązanie:
Korzystając z nierówności między średnią geometryczną i arytmetyczną dla 3 liczb a6n, 8b

3
n i 8b

3
n

otrzymujemy
∞∑
n=1
a2nb
2
n=
1
4
·
∞∑
n=1

3
√
a6n ·8b3n ·8b3n¬

1
4
·
∞∑
n=1

a6n+8b
3
n+8b

3
n

3
=

=
1
12
·
( ∞∑
n=1
a6n+8 ·

∞∑
n=1
b3n+8 ·

∞∑
n=1
b3n

)
=
8+8+8
12

=2 .
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