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Klaséwka 13 (piatek) kwietnia 2018 — zadania

1. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
15ab+21ac+ 35bc < 37a”+29b* 4+ 17¢ .

2. Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych dodatnich (a, b) spelniajacych réwna-
nie
16a’b* =4b" + b + 640> .
3. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nie-
rOwnosé
6- (ab+be+cd) <5(a®+b2+c*+d?) .
4. Podaj przyktad liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢, d, dla ktérych zachodzi nie-
rownos¢é
5-(ab+be+cd) >4 (a +62+c*+d?) .
Podaj tylko odpowiedz.

5. Podaj przyktad liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢, d, e, f, dla ktérych zachodzi
nieré6wnos¢
10+ (ab+be+cd+de+ef) >9(a® + b7+ +d*+e” + f2) .

Podaj tylko odpowiedz.

Klasowka obejmowata zadania 1—4.
Uczestnicy 11 etapu OM rozwigzywali zadania 2—5.
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Klaséwka 13 (piatek) kwietnia 2018 — szkice rozwigzan

1. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
15ab+21ac+ 35bc < 37a® +296% 4+ 17¢% .

Szkic rozwigzania:
Z nieréwnosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy
25a> + 9b*
15ab < ; ,

4 2 2
21GC<9@2+907

A9 4 25¢2
35hc < ;C ,

co po dodaniu stronami daje nieréwnos¢ z tresci zadania.

2. Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych dodatnich (a, b) spelniajacych réwna-
nie
16a°b* =4b" + b + 644> .
Szkic rozwigzania:
Z nieréwnosci miedzy Srednia geometryczng i arytmetyczng zastosowana do liczb
32a°%b i 807 otrzymujemy
16a°b* < 16a°b4-4b" (1)
przy czym réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 16a%b = 4b", czyli
2a° =b°. (2)
Z nieréwnosci miedzy sSrednig geometryczng i arytmetyczng zastosowang do liczb
2a'%h? i 128a? otrzymujemy
16a°b < a'b® +64a” (3)

przy czym réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a'%b? = 64a?, czyli

a'b=8. (4)
Dodajac stronami nieréwnosci (1) i (3) otrzymujemy nieréwnosé
16a3b* < 4b" 4 a'°b? 46442,
w ktorej rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza jednocze$nie warunki (2)

i(4).
Zatem réwnanie z tredci zadania jest rownowazne uktadowi rownan (2) i (4), po roz-
wiazaniu ktoérego otrzymujemy jedna pare liczb rzeczywistych dodatnich (a, b):

&:28/15 b:213/15 )
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3. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nie-
rOwnosé
6-(ab+bc+cd) <5(a2+b2+02+d2) .
Szkic rozwigzania:
Z nieréwnosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

9b2
6ab < 5@2 + ? s

6bc < 3b* 4 3¢2,
9 2
6ed < %+5d2,

co po dodaniu stronami daje

246 24c?
6-(ab+bc+cd)<5a2+T+Tc+5d2<5(a2~|—62+02—|—d2).

4. Podaj przyktad liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢, d, dla ktérych zachodzi nie-
rOwnosc
5-(ab+bc+cd) >4(a2+62+62+d2) :
Podaj tylko odpowiedz.

a=2, b=3, ¢c=3, d=2.

Szkic rozwigzania:

W nieréwnosci miedzy srednia geometryczng i arytmetyczng zachodzi rownosé w przy-
padku, gdy liczby, ktorych srednie liczymy, sa réwne. Wobec tego:

2502
5ab=4a2+f, gdy 8a=5b
502 5P
5bc= — + — dy b=
C 5 + 5 gay c
25¢2
Bed = 1—g+4d2 , edy 5e=8d
co po dodaniu stronami daje
650>  65¢2
5-(ab+bc+cd)=4a2+1—6+1—g+4d2>4(a2+b2+c2+d2) .

Stad otrzymujemy: a=5, b=8, ¢=8, d=5.
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5. Podaj przyktad liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢, d, e, f, dla ktorych zachodzi
nierownosé

10+ (ab+be+cd+de+ef) >9(a> + 62+ +d*+ >+ f2) .
Podaj tylko odpowiedz.

a=4, b=T, ¢c=9, d=9, e=T7, f=4.

Szkic rozwigzania:

W nieréwnosci miedzy srednig geometryczna i arytmetyczna zachodzi réwnos$é w przy-
padku, gdy liczby, ktorych $rednie liczymy, sa rowne. Wobec tego:

25b2
10ab=9a* + 5 gdy 9a = 5b
560%  225¢2
10bc = —— dy 56b=45
‘=79 TR s ¢
10cd = 5¢* 4+ 5d?, gdy c=d
225d*>  56e?
10de = dy 45d =
Ode 56 + 9 gdy 45d = 56e
25¢2
10ef =" 49f?, gdy 5e=9f
co po dodaniu stronami daje
505¢%  505d>
10 (ab+bc+cd+de+ef) = 9a” +9b* + 56C 5 +9e¢*+9f% =

2 d2
:9a2+952+902+%+9d2+%+962+9f2>9<a2+52+c2+d2—|—62+f2> .

Stad otrzymujemy: a =25, b=45, c¢=56, d=56, e=45 f=25.
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