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Klas6wka 20 kwietnia 2018 — tresci zadan tatwiejszych

1. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
42ab+90bc < 18a* 4 65b* + 50 .

2. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierownosé
54ab+ T0bc < 18a” +65b6% + 50 .

3. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
3ab® +3bc? < a® + 363 +2¢3 .

4. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
3ab® 4+ 3bc? < 4a®+ 5%+ .
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Klas6owka 20 kwietnia 2018 — tresci zadan trudniejszych
W kazdym z zadan 1-12 podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
najwieksza wartos¢ wyrazenia przy a, b i ewentualnie ¢ przebiegajacych liczby catkowite
dodatnie oraz podaj przykltad pary/trojki liczb catkowitych dodatnich a, b i ewentual-
nie ¢, dla ktoérej ta najwicksza wartos¢ jest osiagana.

1 ab dl b
. max = a A= ... : =
a’+4b?
2 ab dl b
. max = a A= ..., : =
4a?+9b?
3 abe dl b
. max = .. a a=........ : = .. , C= ..
a3+ b3 4 8¢3
4 abe dl b
. max = ... a a=....... : = ... ., C= ...
a®+8b3 +27¢3
5 abe dl b
. max = ... a a= ....... : = ... , C= ...
a®+8b* + 8¢
6 abe dl b
. max = ... a a=........ , = .. . C= .
8a?+ b+t
7 abe dl b
. max = ... a a=....... : = ... , C= ...,
3a%+2b3 4 64c°
8 abe dl b
. max = ... a a= ....... : = ... ., = ...
3a?+16b% + b
ab’ dl b
max = a A= ..oviniin.. : =
4a3+b3
10 ab’ dl b
. max = a A= ..., , =
27a* 4+ b
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11 a2b3 dl b
. max = a A= ..o .. , =
a® +48b°
12 ab dl b
CINAX o = e a A= ... , =
a3 +b3+64

W kazdym z zadan 13-20 podaj pare liczb rzeczywistych dodatnich z i y, dla ktorej
podane wyrazenie osiaga najwicksza wartosc.

LY
13. max ——————— jest osiggane dla T= i , Y= ...
14 ik jest osi dl
.Mmax —(—— jest osiaggane dla T= .. , Y= e
x2+yt+1
15 ik jest osi dl
.Mmax —(———— jest osiagane dla T= .. , Y= e
12 + y5 +1
16 Y jest osi dl
.Mmax — jest osiggane dla T= .. , Y= e
P +y°+1
17 :I?2y2 jest osi dl
.Mmax —(———————— jest osiggane dla T= i, , Y= e,
20 +yS 4y
18 x2y2 jest osi dl
.Mmax —g—— jest osiggane dla T= . iiiiiiiinn. , Y= e,
19 x2y2 jest osi dl
.Mmax ——————— jest osiggane dla e U , Y= ..
Yoty
20 $2y2 jest osi dl
.Mmax —(————— jest osiggane dla T= . iiiiiiin. , Y= e,

Zadania 1-12 po 1 punkcie, zadania 13-18 po 2 punkty, zadania 19-20 po 3 punkty.
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Klas6wka 20 kwietnia 2018 — szkice rozwigzan

1. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
42ab+90bc < 18a* 4 65b* +50¢° .

Szkic rozwigzania:

Z nieréwnosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy
49b?

42ab<;18a2ﬁ—42;7,

8152
90bc<;4757—%5002,

co po dodaniu stronami daje nier6wnos¢ z tresci zadania.

2. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
54ab+ 70bc < 18a” +65b% +50c* .

Szkic rozwigzania:
Z nieréwnosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

81b°
54@[) < 18@2 + T s

49p?
7Obc<§4757—%5002,

co po dodaniu stronami daje nier6wnos¢ z tresci zadania.
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3. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
3ab® +3bc® < a® +3b% +2¢3 .
Szkic rozwigzania:
7Z nieréwnosci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb a3, b3, b® otrzymu-
Jemy
3 2b3
ab? < a+2b” :
3
czyli
3ab® < a®+2b°.

7Z nier6éwnoéci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb b3, ¢, ¢ otrzymujemy
b®+20°

be? < ,
¢ 3

czyli
362 < B3 +263.

Dodanie stronami otrzymanych nieréwnosci daje nieréwnos¢ z tresci zadania.

4. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
3ab® +3bc® < 4a®+5b° 4+ .

Szkic rozwigzania:
Z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb 4a3, b3 /2, b% /2 otrzy-
mujemy
ab® < M 7
3
czyli
3ab® <4a+b3.

Z nier6wnosci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb 40, ¢3/2, ¢3/2 otrzy-
mujemy

40% 4-b°
be? < 5

czyli
362 <A+ 3.

Dodanie stronami otrzymanych nieréwnosci daje nieréwnos¢ z tresci zadania.
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Klas6wka 20 kwietnia 2018 — odpowiedzi
W kazdym z zadan 1-12 podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
najwieksza wartos¢ wyrazenia przy a, b i ewentualnie ¢ przebiegajacych liczby catkowite
dodatnie oraz podaj przykltad pary/trojki liczb catkowitych dodatnich a, b i ewentual-
nie ¢, dla ktoérej ta najwicksza wartos¢ jest osiagana.

ab 1
1. maxm: Z dla CL:2, b:].

ab 1
2. maXm:E dla CL:3, b=2
abce 1
3. max a3—|—b3+80328 dla a=2, b=2, c=1
1 abe 1 dl _6 =3 _2
. max P73 18 a a=0, =3, c=
abc 1
5. max a2—{—854—|—864:§ dla a=4, b=1, c=1
abc 1
6. max 8a2—|—b4—|—c4:§ dla a=2, b=2, c=2
abc 1
7. = — dl =8 b=4 =1
P32 03 1 64¢5 12 * “== ! ¢
abc 1
TS L163 5 12 ¢ “= ’ ‘
ab? 1
9. max 74a3+b3 = g dla a=1, b=2
ab? 1
10. maXm:Z dla CL:]., b:3
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a’b? 1
11. maxm:% dla a:2, b:]_
b 1
12. max a dla a=4, b=4

B+B+64 12

podane wyrazenie osigga najwiekszg wartosc.

W kazdym z zadan 13-20 podaj pare liczb rzeczywistych dodatnich z i y, dla ktorej

X
13. max # jest osiggane dla r= \/g, y= \3/5
ety +1
LY
14. max ————— jest osiggane dla r= \/5, =1
22yt J5 O3B Y
15. max _ jest osiggane dla r=1/5/3 Y= y 2/3
2 + y5 +1 ’
16. max W jest osiggane dla =9 5/7 Y= \5/3/7
a:3+y5+1 ’
2,2
X
17. max # jest osiggane dla r= 2_1/4, Y= 2-1/4
r’+y’+ry
2,2
xr
18. max — g jest osiggane dla T = 2_1/3, Y= 2-1/3
r°+y°+xy
x2y2
19. max ———————  jest osiggane dla  z= 2~ 3/11, 54/11, Y= 22/11 51/11
T +y’+ry
$2y2
20. max ——————  jest osiggane dla  z= g/, 76/11, Y= 32/11  71/11
r+y'+ay

Zadania 1-12 po 1 punkcie, zadania 13-18 po 2 punkty, zadania 19-20 po 3 punkty.
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