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401. Wyznacz wszystkie ciagi (a,) o wyrazach rzeczywistych spelniajace dla kazdych
dodatnich liczb catkowitych m, n warunek

MM Ay = (MAN) - Ay - gy
402. Wyznacz najmniejsza stata C', przy ktorej nieréwnosé
:Cy2+y22 <C- <x3+y3+23)
jest prawdziwa dla kazdych dodatnich liczb rzeczywistych z, vy, 2.

403. Na ptlaszczyznie danych jest 13 réznych punktow kratowych, z ktérych zadne
trzy nie sa wspotliniowe. Udowodnij, ze pewne trzy z tych punktéw sa wierzchotkami
trojkata o srodku ciezkosci w punkcie kratowym.

404. Udowodnij, ze rownanie
aS+aS+... +ad=9"
nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych aq, as, ..., as, b.

405. Dana jest liczba pierwsza p o nastepujacych wtasnosciach:
e istniejg takie dodatnie liczby catkowite a, b niepodzielne przez p, ze liczba a® +2b% jest
podzielna przez p,
e istniejg takie dodatnie liczby catkowite ¢, d niepodzielne przez p, ze liczba ¢® +2d° jest
podzielna przez p.

Udowodnij istnienie takich dodatnich liczb catkowitych m, n niepodzielnych przez p,
ze liczba m!' 4+ 2n'® jest podzielna przez p.

406. Ciag (a,) jest okreslony nastepujaco:
ag =1, an+1:an+a[g}.
Udowodnij, ze w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 13.

407. Lodka zabiera w rejs po jeziorze 7 os6b. Udowodnij, ze mozna tak zaplanowac
rejsy 49-osobowej wycieczki, aby kazdych dwoch uczestnikéw ptyneto ze sobg doktadnie
raz.

408. Udowodnij, ze dla kazdych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierow-
nosé
922y (:B2 - y2) < 28498+ 16237,

409. Udowodnij, ze dla kazdych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierow-
nosé
2432y (xz + y2> <28 +y8 + 5dadyB.

410. Liczby calkowite a, b, ¢, d spelniaja warunki
a+b+c=d,
a? +0*+c=d?,
NWD(a, b, ¢, d) =1.

Udowodnij, ze liczba |abc| jest kwadratem liczby catkowite;.
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411. Na kazdym polu kwadratowej szachownicy o boku 77 znajduje sie zarowka.
Dysponujemy przetacznikami, ktére pozwalaja na zmiane stanu (zapalona/zgaszona)
zaréwek umieszczonych na dowolnych 4 polach tworzacych kwadrat o boku 2 lub na
dowolnych 9 polach tworzacych kwadrat o boku 3. Poczatkowo wszystkie zarowki sa
zapalone. Rozstrzygnij, czy uzywajac dostepnych przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do
stanu, w ktérym wszystkie zarowki sg zgaszone.

412. Na kazdym polu kwadratowej szachownicy o boku 77 znajduje si¢ zaréwka.
Dysponujemy przetacznikami, ktére pozwalaja na zmiane stanu (zapalona/zgaszona)
zarowek umieszczonych na dowolnych 9 polach tworzacych kwadrat o boku 3 lub na
dowolnych 25 polach tworzacych kwadrat o boku 5. Poczatkowo wszystkie zaréwki sa
zapalone. Rozstrzygnij, czy uzywajac dostepnych przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do
stanu, w ktérym wszystkie zarowki sg zgaszone.

413. W kuli o promieniu 3 umieszczono 28 szescianéow jednostkowych. Udowodnij,
ze pewne dwa z tych szeSciandéw jednostkowych sg odlegte o mniej niz 1.

414. Czy w szescianie o krawedzi 6 mozna tak umiesci¢ 28 szedciandow jednostkowych,
aby kazde dwa z nich byly odlegte o wiecej niz 17
128
415. Wyznacz najwiekszg mozliwa wartos¢ sumy Zaibici, gdzie dodatnie liczby
i=1
rzeczywiste a;, b;, ¢; spetniajg warunki
128 128 128

=Y H=dd=1
=1 =1 =1

416. Udowodnij, ze istnieje 58-cyfrowa liczba o nastepujacej wtasnosci: Po przenie-
sieniu cyfry jednosci na poczatek otrzymujemy liczbe szesciokrotnie wieksza.

417. Dane s takie liczby catkowite a, b, ¢, d, e, f, ze liczba
A+ + +d 4+ f°
jest podzielna przez 25. Udowodnij, ze liczba
a2 P 4P Py B

jest podzielna przez 125.

418. Ciag (a,) jest okreslony nastepujaco:

a1 =3, as =9, a3 =06, Gpi3=20n 19— Q.

Udowodnij, ze w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele kwadratéw liczb catkowitych.

419. Dwaj gracze graja w nastepujaca gre. W pierwszym ruchu gracz rozpoczynajacy
podaje dodatnig liczbe catkowita mniejsza od 10'°. Kolejne ruchy, wykonywane przez
graczy na przemian, polegaja na przemnozeniu podanej przez przeciwnika liczby przez
liczbe naturalng wicksza od 1 i mniejszg od 10,

Gra konczy sie, gdy ktérys z graczy poda liczbe wicksza od N =101". Jezeli ostat-
nia podana liczba jest mniejsza od 1,00001-N, wygrywa gracz, ktory ja podat — w

przeciwnym razie ten gracz przegrywa.
Rozstrzygnij, ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca.
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420. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n spelniajace nieréwnosé
512 < gn+4096-

421. Szescian o krawedzi 60 wypelniono klockami o wymiarach 1 x 1 x 11 oraz szescia-
nami jednostkowymi. Ile co najmniej szescianow jednostkowych musiato zosta¢ uzytych?

422. Udowodnij, ze istnieja rosngce postepy arytmetyczne 2018-wyrazowe
ai, az, ..., A2018 oraz b1, ba, ..., bao1s

o wyrazach catkowitych dodatnich spetniajace nastepujace warunki:

e roOznica postepu arytmetycznego by, bo, ..., bogis jest dwa razy wieksza od réznicy
postepu arytmetycznego aq, ag, ..., Q2018,

e iloczyny wyrazow obu postepow sa réowne, czyli

a10a...a92018 = blbg .. -b2018~
423. Udowodnij, ze réwnanie
1ta? 4’ =
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

Wskazéwka: Przyktadami tréjek (a, b, ¢) spetniajacych podane réwnanie sa
(677544, 63, 8) i (11100203906736, 16128, 127).

424. Liczbe catkowita nazwiemy skrzyczng, jezeli daje si¢ ja zapisa¢ w postaci
a®+13b?, gdzie a i b sg liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze iloczyn dwéch liczb skrzycz-
nych jest liczba skrzyczng.

425. Rozstrzygnij, czy punkty plaszczyzny mozna tak pokolorowaé dziewigcioma
kolorami, aby zadne dwa punkty odlegte o 1 nie byty tego samego koloru.

426. Liczbami tréjkatnymi nazywamy liczby T, =1+42+...+n. Udowodnij, ze ist-
nieje nieskonczenie wiele liczb trojkatnych, ktorych podwojenie tez jest liczba trojkatng.

427. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba 47"+ 122 jest

zlozona.
128

428. Wyznacz najwieksza mozliwg wartos¢ sumy Zaibici, gdzie dodatnie liczby
i=1
rzeczywiste a;, b;, ¢; spelniaja warunki
128 128 128

S-S ==
=1 =1 =1

429. Na tablicy napisano kolejne liczby catkowite od 1 do 24. W jednym ruchu
3z +4y

mozemy wymazaé¢ dowolne dwie liczby = i y, a zamiast nich napisa¢ liczby
dx — 3y

oraz

. Udowodnij, ze na tablicy nie moze sie pojawic¢ liczba wieksza od 70. Nastepnie
udowodnij, ze na tablicy nie moze si¢ pojawic liczba 70.
430. Udowodnij, ze rownanie

da* + b+t =d*
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d spetniaja-
cych warunek NWD(a, b, ¢, d) = 1.
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