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Uwaga: 7 tego, ze niektére osoby znajg niektére zadania nie wynika, ze pozostali
maja tych zadan nie poznac.
Funkcja Eulera i funkcja Carmichaela

% (pk) = (p—1)p*! dla liczby pierwszej p i naturalnej k
e(mn)=p(m ) 90( ) dla wzglednie pierwszych m, n

A(28) =281 dla k=1,2

A (2’“) =2F=2 dla liczby naturalnej k >

A (pk) (p—1)p*~t dla nieparzystej hczby pierwszej p i naturalnej k

mn) = NWW(A( ), A(n)) dla wzglednie pierwszych m, n
501. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne m spelniajace warunek: Dla dowolnych
liczb naturalnych a, b, s, t spetniajacych kongruencje
a=b(modm) oraz s=t (mod m)

zachodzi

S —

a®=b" (mod m).

502. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba —1 jest reszta kwadratowa modulo p?

503. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba 2 jest reszta kwadratowa modulo p?

504. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba 3 jest resztg kwadratowa modulo p?

505. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba 5 jest resztg kwadratowa modulo p?

506. Niech p bedzie liczbg pierwsza wigksza od 6. Dowie$¢, ze wsrod szesciu liczb
od 1 do 6 sa co najmniej trzy reszty kwadratowe modulo p.

507. Niech p bedzie liczba pierwsza wigksza od 12. Dowies¢, ze wéréd dwunastu liczb
od 1 do 12 sg co najmniej trzy reszty szescienne modulo p.

508. Niech n bedzie liczbg naturalng wiekszg od 1 i niech p bedzie takim dzielnikiem
pierwszym liczby n'® —1, ze zadna z liczb n® —1 i n® — 1 nie dzieli sie przez p. Dowieéé,
ze liczba p daje przy dzieleniu przez 30 reszte 1.

509. Niech n bedzie liczba naturalna wigksza od 1 i niech p bedzie takim dzielnikiem
pierwszym liczby n'®+1, ze zadna z liczb n®+1 i n®+1 nie dzieli si¢ przez p. Dowies¢,
ze liczba p daje przy dzieleniu przez 30 reszte 1.

510. Niech a; =3 oraz a,+1 =3 dla n > 1. Dowies¢, ze liczby asoi7 1 agg1s maja taka
sama koncowke 2000-cyfrowa.

511. (Nawiagzanie do testu Millera-Rabina) Niech p i ¢ beda r6znymi nieparzystymi
liczbami pierwszymi i niech n = pq. Niech n —1=2%-t, gdzie t jest nieparzyste. Liczbe a
nazywamy swiadkiem ztozonosci liczby n, jezeli zachodzi co najmniej jeden z nastepuja-
cych dwéch warunkéw (dobranych w sposob klarowny, a nie oszczedny):

a” '#1 (mod n),

a*'#—1 (mod n) i jednoczesnie a* =1 (mod n) dla pewnego s> 0.

Udowodnié, ze wsrdod liczb ze zbioru {0,1,2,...,n—1} $wiadkowie ztozonosci stanowia
wiecej niz 50%. Czy i jak mocno daje si¢ poprawié¢ to oszacowanie? Co w przypadku
n = pqr bedacego iloczynem trzech réznych nieparzystych liczb pierwszych?
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Zadania do dtuzszego pomysSlenia
512. Wyznaczy¢ kres gorny zbioru liczb postaci
abc+bed+ cde+ dea+eab ,
gdzie a, b, c, d, e przebiegaja wszystkie piatki liczb rzeczywistych nieujemnych spetniaja-
cych warunek
a+b+c+d+e=5.

513. Wyznaczy¢ kres gorny zbioru liczb postaci
abc+bed+cde+def +efa+ fab,
gdzie a, b, c, d, e, f przebiegaja wszystkie szostki liczb rzeczywistych nieujemnych spel-

niajacych warunek
a+b+c+d+e+f=6.

514. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p dajacej przy dzieleniu przez 8 resz-
te 1, istnieja takie liczby catkowite dodatnie a, b, ze liczba a* +b* jest podzielna przez p
i mniejsza od 2p?.
515. Dowies¢, ze istnieja takie liczby catkowite dodatnie
mp <mo <msz<...<Mypgg OTaz M1 <MNo <Nz <...<TNy96 ,

ze my <ny, a ponadto dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k£ < 90 zachodzi rownoscé
4096 4096

Somb=3 nk.
=1 1=1

516. Dla liczby pierwszej p, na potrzeby tego zadania, dobrg resztqg nazwiemy kazda
taka liczbe catkowita nieujemna r < p, ze
(r+1)P=rP+1 (mod pz) :
Dowieé¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p, liczba dobrych reszt nie jest podzielna
przez 3.

517. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych

liczb rzeczywistych dodatnich x1, o, 3, ..., z,, zachodzi nieréwnosé
" T n
- > -,
Srit T 2
gdzie numeracja x’6w jest rozszerzona cyklicznie: xg=1x,, T,11 =21, Tpio=Ts.
518. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych

liczb rzeczywistych dodatnich x1, o, 3, ..., T,, zachodzi nieréwnosé

n T n

- > -,

STt T 2

gdzie numeracja x’6w jest rozszerzona cyklicznie: x,.1 =11, Tpio=Ts.
519. Niech p>5 bedzie liczba pierwsza. Dodatnie liczby catkowite m, n <p/2 spel-
niaja kongruencje
m®+n° = (m+n)® (mod p).

Udowodnij, ze
m* +n* = (m+n)* (mod p?).
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