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33. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby całkowite a, b, że

a≡ b (mod p) .
Dowieść, że

ap≡ bp
(
mod p2

)
.

34. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz takie liczby całkowite a, b niepo-
dzielne przez p, że liczba a+b jest niepodzielna przez p2. Dowieść, że liczba ap+bp jest
niepodzielna przez p3.

35. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz takie liczby całkowite a, b, że liczba

ap
p

+bp
p

jest podzielna przez p. Dowieść, że jest ona podzielna przez pp+1.

36. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby całkowite a, b, c, że liczba

ap
2
+bp

2
+cp

2

jest podzielna przez p3. Dowieść, że wówczas liczba

ap+bp+cp

jest podzielna przez p2.

37. Dana jest liczba pierwsza p oraz taka liczba całkowita a, że

a 6≡ 1 (mod p)
oraz

a3≡ 1 (mod p) .

Dowieść, że dla każdej liczby naturalnej k zachodzi kongruencja

(a+1)p
k ≡ apk+1

(
mod pk+1

)
.

38. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby całkowite a, b, c niepodzielne przez p,
że

ap+bp≡ cp
(
mod p2

)
.

Dowieść, że wówczas istnieje taka liczba całkowita d, że

(d+1)p≡ dp+1
(
mod p2

)
,

a przy tym liczby d i d+1 są niepodzielne przez p.

39. Liczby naturalne n0, n1, n2, ..., n28 spełniają równanie

n150 =n
15
1 +n

15
1 + ...+n

15
28 .

Udowodnij, że co najmniej jedna z liczb n0, n1, n2, ..., n28 jest podzielna przez 31.

40. Liczby całkowite dodatnie n1, n2, ..., n1000, m spełniają równanie

n2561 +n
256
2 +n

256
3 + ...+n

256
1000=m

256 .

Udowodnij, że
m> 1074 .
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