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81. Potega nazwiemy kazdg liczbe postaci a®, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi do-
datnimi, a przy tym b > 1.
Rozstrzygnij, czy istnieje rozwiazanie rowania
2% qyS =2

w liczby catkowitych dodatnich x, y, z niebedacych potegami.

82. Udowodnij nieréwnosci
11 11
n2000" < 9N « 2222

dla wskazanej przez siebie liczby naturalnej n

83. Rozwiaz réwnanie
r=2-[z]-{z}

w liczbach rzeczywistych dodatnich x.
Uwaga: [x] oraz {z} oznaczaja odpowiednio cze$¢ catkowita i cze$¢ utamkowsq liczby .
84. Liczby pierwsze p, q, r spetniaja nieréwnosci
pP’<q, p<r’
Udowodnij, ze p < qr.
85. Liczby pierwsze p, g, r spelniaja nierownosci
pr<q’, pgt<r’.
Udowodnij, ze p® <78,
86. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, d, e, f spelniaja rownania
a+b+c+d+e+f=6
oraz
ab+bc+cd+de+ef + fa+ad+be+cf+
+abc+bed+cde+def +efa+ fab+ace+bdf =17.

Udowodnij, ze
a2+t =" +d?+ f2.

87. Wskaz odpowiednie liczby rzeczywiste dodatnie s oraz ¢, a nastepnie udowodnij,
ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢ zachodzg nieréwnosci

(abc)®* <K NWD(a,b,c) - NWW(a,b,c) < (abc)’

oraz wykaz, ze wskazane liczby s, t sa optymalne, tzn. liczby s nie mozna zastapi¢ wigksza,
a liczby t mniejsza.

88. Wyznacz wszyskie liczby catkowite dodatnie d, dla ktérych prawdziwe jest naste-
pujace zdanie:

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, jezeli liczba n* jest podzielna przez d, to
liczba n? jest podzielna przez d.
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89. Interesuja nas liczby catkowite dodatnie n o nastepujacych wtasnosciach:
(i) liczba n w zapisie dziesietnym ma parzysta liczbe cyfr (przyjmujemy, ze zapis dziesiet-
ny liczby naturalnej nie moze zaczynaé sie od cyfry 0), oznaczmy te liczbe cyfr przez 2k,
(ii) jezeli podzielimy liczbe n na dwie grupy k-cyfrowe, a nastepnie zamienimy te grupy
miejscami, to powstanie liczba wicksza od n bedaca wielokrotnoscig liczby n.
Rozstrzygnij, czy:
a) takie liczby nie istnieja,
b) takie liczby istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich liczb jest nieskonczenie wiele.

90. Rozwiaz réwnanie
Aty + 4oyt = 42 + 4y? + 28 + 8

w liczbach rzeczywistych z, y.

91. Wyznacz wszystkie liczby naturalne k£ > 1, dla ktérych rownanie
(™) ="

ma co najmniej jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych m, n wiekszych od 1.

92. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, 9, x3, ..., 9 spelniajacych
warunki

9 9
inzl oraz  » kxp=1T
k=1 k=1
zachodzg nieréwnosci

1<29:k<1
1= =""10

93. Interesujg nas rozwigzania réwnania

m 2021 o nk

w liczbach naturalnych m, n, k wiekszych od 2021.
Rozstrzygnij, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
PRZYPOMNIENIE: Potegowanie wykonujemy od géry: a* = a*").

94. Interesuja nas pary liczb catkowitych dodatnich (m, n) o nastepujacej wlasnosci:
Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k, jezeli liczba k jest podzielna przez m i jest
podzielna przez n, to jest takze podzielna przez m -+ n.

Rozstrzygnij, czy:

a) takie pary nie istnieja,
b) takie pary istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich par jest nieskonczenie wiele.
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95. Interesuja nas takie tréjki liczb catkowitych dodatnich (p, g, 7), ze
NWD(p,q,r)=1,
a ponadto spetniona jest nastepujaca wlasnoscé:
Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, jezeli liczba n jest podzielna przez p, jest
podzielna przez ¢ i jest podzielna przez r, to jest takze podzielna przez p+q-+r.
Rozstrzygnij, czy:
a) takie trojki nie istnieja,
b) takie tréjki istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich tréjek jest nieskoriczenie wiele.

96. Dany jest taki wielomian W (z) stopnia 2!% o wspdtczynnikach rzeczywistych,
ze W(n)=2" dla n=0,1,2,3,...,2'% Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba naturalna
m > 2% ze W(m) jest potega dwodjki o wyktadniku catkowitym dodatnim.

97. Dana jest taka liczba pierwsza p oraz liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczby
a+b+c+d oraz A+ b+ +d?
sg podzielne przez p. Udowodnij, ze liczba
PR I
tez jest podzielna przez p.

98. Podaj przyktad takiej liczby pierwszej p oraz liczb catkowitych a, b, ¢, d, e,
ze liczby
a+b+c+d+e oraz AP+ dP+e?
sg podzielne przez p, ale liczba
a®+b° +c+d°+¢°
nie jest podzielna przez p.
99. Dana jest taka liczba pierwsza p oraz liczby catkowite a, b, ¢, d, e, ze liczby
a+b+c+d+e oraz A+ d?4e?
sg podzielne przez p, ale liczba
a®+0*+ P+ &P+ €
nie jest podzielna przez p. Udowodnij, ze liczba
a® 4+ b8 45+ df 4"

nie jest podzielna przez p.

100. Podaj przyktad takiej liczby pierwszej p oraz liczb catkowitych a, b, ¢, d, e, f,
ze liczby
at+btct+d+e+f oraz A+ +E+d+eE+f?

sg podzielne przez p, liczba

A +0*+ P+ dP 4 e+ fP
nie jest podzielna przez p, a liczba

a6+bﬁ+06+d6+66+f6
jest podzielna przez p.
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