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Zadanie na wakacje.

311. Rozstrzygnaé, czy roéwnanie
m™-n" = k*
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych k,m,n > 1.

Funkcja Eulera i funkcja Carmichaela

@ (pk) = (p—1)p*! dla liczby pierwszej p i naturalnej! k
w(mn)=¢(m)-p(n) dla wzglednie pierwszych m, n

A (Qk) =2kl dla k=1,2

A (2F) =252 dla liczby naturalnej k> 3

A (p’“) = (p—1)p*! dla nieparzystej liczby pierwszej p i naturalnej k

A(mn) =NWW (A(m), A(n)) dla wzglednie pierwszych m, n
Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej m oraz dowolnej liczby catkowitej a
wzglednie pierwszej z m zachodzi

a?™ =1 (mod m),

a nawet
™ =1 (mod m).

313. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne m spetniajace warunek: Dla dowolnych
liczb naturalnych a, b, s, t spelniajacych kongruencje

a=b(mod m) oraz s=t(mod m)

zachodzi
a®=b" (mod m) .

315. Rozstrzygnac, dla ktérych liczb naturalnych k& prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Jezeli liczby naturalne s i ¢t maja taka samg koncoéwke k-cyfrowa, to dla dowolnej
liczby naturalnej a wzglednie pierwszej z 10 liczby a® 1 a' majg taka samg koncoéwke
k+1-cyfrows.

317. Rozstrzygnaé, dla ktorych liczb naturalnych k& prawdziwe jest nastepujace zdanie:
Jezeli liczby naturalne s i ¢ maja taka sama koncowke k-cyfrowa, to dla dowolnych liczb
naturalnych a, b wzglednie pierwszych z 10 liczby o i a® maja taka samg koncowke
k+2-cyfrowa.

!Przypomnienie: przyjmujemy, ze O nie jest liczba naturalna, czyli "naturalna” = ”calkowita
dodatnia”.
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Reszty i niereszty kwadratowe (i wyzszych stopni)

Liczbe catkowita r nazywamy reszta kwadratowa (odpowiednio: sze$cienng i stopnia k)
modulo m, jezeli kongruencja
r?=r (mod m)

ma rozwigzanie catkowite x. Odpowiednio: 2* =7 (mod m) i z¥ =r (mod m).
W przeciwnym razie reszte r nazywamy niereszta kwadratowa (odpowiednio: szescien-
na i stopnia k) modulo m.

319. Niech p bedzie liczba pierwsza. Ile wsrod liczb 1, 2, 3, ..., p—1 jest reszt kwa-
dratowych, a ile niereszt kwadratowych?

331. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Ile wsrod liczb 1, 2, 3, ..., p—1 jest reszt sze-
Sciennych, a ile niereszt szesciennych?

333. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Ile wsrod liczb 1, 2, 3, ..., p—1 jest reszt, a ile
niereszt bikwadratowych (czwartego stopnia)?

335. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Ile wérod liczb 1, 2, 3, ..., p—1 jest reszt, a ile
niereszt pigtego stopnia?

337. Liczbe naturalng g wzglednie pierwsza z m nazywamy pierwiastkiem pierwotnym
(lub generatorem) modulo m, jezeli dla kazdej liczby naturalnej r wzglednie pierwszej z m

kongruencja
g"'=r (mod m)

ma rozwigzanie naturalne t. Wyznaczy¢ liczbe nieujemnych pierwiastkéw pierwotnych
modulo m mniejszych od m.

339. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba —1 jest resztg kwadratowa modulo p?
351. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba 2 jest reszta kwadratowa modulo p?
353. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba 3 jest reszta kwadratowa modulo p?
355. Dla ktorych liczb pierwszych p liczba 5 jest resztg kwadratowa modulo p?

357. Niech p bedzie liczba pierwsza wiekszg od 6. Dowiesé, ze wsrod szesciu liczb
od 1 do 6 sa co najmniej trzy reszty kwadratowe.

359. Niech k bedzie liczbg naturalng wieksza od 1. Dowiesé, ze dowolny dzielnik
pierwszy liczby 22" 1 daje przy dzieleniu przez 282 reszte 1.
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371. Niech p=4k+ 3 > 3 bedzie taka liczba pierwsza, ze liczba q=2p+1 tez jest
pierwsza. Dowies¢, ze liczba 2P —1 jest ztozona.

373. Niech n bedzie liczba naturalng wigksza od 1 i niech p bedzie takim dzielnikiem
pierwszym liczby n'® —1, ze zadna z liczb n® —1 i n® —1 nie dzieli sie przez p. Dowiesé,
ze liczba p daje przy dzieleniu przez 30 reszte 1.

375. Niech n bedzie liczbg naturalng wigkszg od 1 i niech p bedzie takim dzielnikiem
pierwszym liczby n'® +1, Ze zadna z liczb n®+1 i n®+1 nie dzieli sie przez p. Dowiesé,
ze liczba p daje przy dzieleniu przez 30 reszte 1.

377. Niech n bedzie liczba naturalna wicksza od 1 i niech p bedzie takim dzielnikiem
pierwszym liczby n'% —1, ze zadna z liczb n'® —1, n?! —1 1 n? — 1 nie dzieli si¢ przez p.
Dowiesé, ze liczba p daje przy dzieleniu przez 210 reszte 1.

379. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz takie liczby calkowite a, b niepo-
dzielne przez p, ze liczba a+b jest niepodzielna przez p?. Dowieéé, ze liczba aP +bP jest
niepodzielna przez p>.

391. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite a, b, ze liczba
app +bpp

jest podzielna przez p. Dowiesé, ze jest ona podzielna przez pP*t!.

393. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite a, b, ¢, ze liczba
2 2 2
a’ +b" +cf
jest podzielna przez p®. Dowiesé, ze wowczas liczba

a? +vP +

jest podzielna przez p?.

395. Dana jest liczba pierwsza p oraz taka liczba catkowita a, ze
a#1(mod p)

oraz
a®*=1(mod p).

Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi kongruencja
(a+ l)pk =a” +1 (mod pkH) .
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397. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite a, b, ¢ niepodzielne przez p,

ze
al? +bP =P (mod p2) .
Dowiesé, ze wowcezas istnieje taka liczba catkowita d, ze
(d+1P=d"+1 (mod p?) ,
a przy tym liczby d i d+1 sg niepodzielne przez p.

399. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite a, b, ¢ niepodzielne przez p,
ze
a’+b"=c" (mod p) .

Dowies¢, ze wéwcezas istnieja dwie kolejne niezerowe reszty siodmego stopnia modulo p.

511. Dowies¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p>7 istnieje niezerowa reszta kwadratowa
modulo p, po ktérej nastepuje niezerowa reszta sze$cienna modulo p.

513. Dowies¢, ze dla kazdej odpowiednio duzej liczby pierwszej p istnieje niezerowa
reszta szescienna modulo p rézna od 8, po ktorej nast¢puje niezerowa reszta kwadratowa
modulo p.

515. Dowies¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p> 13 istnieje para kolejnych niezerowych
reszt szeSciennych modulo p.

517. Dowies¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p>17 istnieje trojka kolejnych niezerowych
reszt kwadratowych modulo p.

n

519. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych liczba n™ —n
nie jest podzielna przez 5.

n

531. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, dla ktorych liczba n™ —n
nie jest podzielna przez 43.

533. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n
NWD (5% +1, 26" +1,65* +1) =1 (mod 2"*?) .

535. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 liczba 22" 41 ma dzielnik pierwszy
wigkszy od (n+2)-2".
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