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537. Mamy tali¢ 52 kart. Tasowaniem bedziemy nazywa¢ wykonanie nastepujacych
czynnosci: dowolny podziat talii na cze$¢ gorng i dolng, a nastepnie dowolne zmieszanie
kart z zachowaniem porzadku w obrebie kazdej czesci. Méwiac formalnie, tasowaniem jest
dowolne przemieszanie kart, w ktérym i-ta karta od wierzchu przechodzi na pozycje p;,
przy czym istnieje takie m €{1,2,3,...,51}, ze p; <p;+1 dla i <m oraz dla i >m. Roz-
strzygnij, czy rozpoczynajac od ustalonego poczatkowego uporzadkowania kart, mozna
uzyska¢ kazde inne uporzadkowanie wykonujac pieé¢ tasowan.

539. Tasowanie kart przebiega nastepujaco: Bierzemy talie kart w prawa reke i przerzu-
camy do lewej reki po jednej karcie, raz na wierzch, raz pod spdéd. Najpierw przerzucamy
do lewej reki pierwszg karte z wierzchu, potem drugg karte wrzucamy na wierzch pierw-
szej, trzecig pod spdd, czwarta na wierzch, piatg pod spdod i tak dalej. Tak wiec karty
utozone w kolejnosci:

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ...
po jednokrotnym przetasowaniu utozg sie w kolejnosci
.oy 10, 8,6,4,2,1, 3,5, 7,9, ...

Dowies¢, ze przy wielokrotnym tasowaniu talii ztozonej z k kart, po nie wigcej niz
k tasowaniach otrzymamy poczatkowe utozenie kart.

551. Niech N={1,2,3....}. Rozstrzygnij, czy istnieje funkcja f:N — N spehiajaca
dla kazdego n € N warunek f(f(n))=2n.

553. Rozwazamy wszystkie n-elementowe podzbiory zbioru {1,2,3,...,2n}. Ktérych
podzbioréw jest wiecej i o ile: o parzystej czy o nieparzystej sumie elementéw?

555. Ciag (z,,) o wyrazach rzeczywistych spehia rekurencje z,.9 = x,.1 +x, dla
kazdego n € N. Wartoécia wielokrotna tego ciagu nazwiemy kazda liczbe rzeczywista,
ktéra pojawia si¢ w tym ciagu co najmniej dwukrotnie. Jak duzo wartosci wielokrotnych
moze mie¢ taki ciag?

Mozliwe odpowiedzi: konkretna liczba; dowolnie duzo, ale skonczenie wiele; nieskon-
czenie wiele.

557. Dla mozliwie najmniejszej liczby catkowitej dodatniej n rozwiaz ponizsze zadanie:
Zbior Z sktada sie z n réznych liczb catkowitych dodatnich. Kazdy jego 28-elemento-
wy podzbior zawiera dwie liczby, z ktérych jedna jest dzielnikiem drugiej. Udowodnij,
ze zbior Z ma 38-elementowy podzbior, w ktorym kazdy element jest dzielnikiem kazdego
wiekszego elementu.

559. Wyznaczy¢ liczbe podzbioréw zbioru {1,2,...,2n}, w ktérych réwnanie
r+y=2n+1

nie ma rozwiazan.
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571. Dana jest liczba catkowita n > 5. Wyznaczy¢ liczbe rozwigzan w liczbach rzeczy-
wistych x1,x9,23,..., 2, uktadu rownan

3 3 3__ .4 3 2 ;—
Ty o +xy_ +xy =x a1, dla 1=1,2,3,...,n,

gdzie numeracja z-6w jest cykliczna.
573. Czy w szeSciennym pudetku o krawedzi 4 mozna umiesci¢ 65 kul o Srednicy 17

575. Uktad liczb catkowitych dodatnich ¢,co,...,¢, nazwiemy dopuszczalnym, gdy
za pomocy wagi szalkowej i dwoch kompletow odwaznikéw o ciezarach ¢y, co, ..., ¢, mozna
zwazy¢ dowolny przedmiot o ciezarze bedacym liczbg catkowita dodatnig nie przekra-
czajaca 2(c; +ca+...+¢,). Dla kazdej liczby n wyznaczyé maksymalna sume n liczb
tworzacych uktad dopuszczalny.

Uwaga: Odwazniki mozna ktas¢ na obie szalki wagi.

577. Liczby rzeczywiste dodatnie 1, o, ..., x, spetniaja warunek

n n
i=1

=1

Dowies¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ > 1 zachodzi nierowno$é¢

n n
Sl <> Tl
i=1 i=1

579. Dla nieparzystej liczby pierwszej p okreslamy ciag (a,), ., wzorami:
ap =" dla n<p,
= Qp—1 + App dla n=p.

Wyznaczy¢ reszte z dzielenia ays przez p.

591. Dla danej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia

n YA
Ly
>

=1t
gdzie liczby rzeczywiste dodatnie xy, xs,..., T, spetniaja warunek
"1
S =,
i=1 L

593. Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ spetniajacych

warunek abc =1 zachodzi nieréwnosé
1 1 1

>
a®(b+c) i b (c+a) * Ala+b) 2

w
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595. Niech P(z)=12*+2*+12?+2+1. Udowodni¢, ze wielomian P (5z?%) jest iloczynem
dwoch niestatych wielomianéw o wspétczynnikach catkowitych.

597. Dla nieparzystej liczby pierwszej p wyznaczy¢ liczbe takich podzbiorow A zbioru
{1,2,...,2p}, ze
e zbior A ma p elementow,
e suma elementéw zbioru A jest podzielna przez p.

599. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (z,y,z) liczb wymiernych dodatnich, dla ktérych
1
liczby x+y+ 2, xyz, —+ —+ — sa calkowite.
r oy z

711. Roézne liczby rzeczywiste x1, xo,..., T,, gdzie n > 4, spetniajg warunki
n n
i=1 i=1
Dowiesé, ze sposrod liczb xq, xo, ..., x, mozna tak wybraé cztery rézne liczby a, b, ¢, d,
aby
n
a+b+c+nabe<) 1} <b+c+d+nbed.

i=1

713. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n)#(1,1) liczb catkowitych dodatnich, dla ktérych
liczba n? +1 jest podzielna przez mn — 1.

715. Funkcja ciggta f:R — R spetnia warunki:
£(1000) =999, flz)-f(f(x)=1 dla reR.
Wyznaczyé f(500).

717. Na nieskonczonej szachownicy stawiamy n? pionkéw na polach tworzacych kwa-
drat o boku n (po jednym pionku na kazdym z tych pél). Mozemy zbijaé¢ pionki przeska-
kujac zbijajacym pionkiem przez zbijany pionek na wolne pole, w kierunku poziomym
(w lewo lub w prawo) lub pionowym (w gére lub w dot) — trzy pola zaangazowane w zbi-
janie sg kolejnymi polami w rzedzie poziomym lub pionowym. Czy mozna doprowadzié¢
do sytuacji, w ktérej na szachownicy pozostanie tylko jeden pionek?

719. Niech N={1,2,3....}. Rozstrzygnaé, czy istnieje rosnaca funkcja f:N— N spel-
niajaca warunki

f(1)=2, f(f(n)=f(n)+n dla  neN.

731. Rozwiazaé¢ réwnanie 2" = 3" 47 w liczbach catkowitych nieujemnych m, n.
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733. Ciag (a,) o wyrazach catkowitych dodatnich spelia warunki

ar=1 oraz Qpio=20p11—a,+2 dla n=1,2,3,...

Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n iloczyn a,a,41 jest wyrazem ciagu (a,).

735. Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, e, f, m, n spelniaja warunki

ace m
b=c+d= =257 — =
a+b=c+ e+ f oraz bdf
Dowiesé, ze m+n > 257.
737. Dowies¢, ze zadna liczba postaci
60 .
Y oean™,
n=1
gdzie e, € {—1, 1}, nie jest piata potega liczby calkowite;.
739. Dowiesé, ze istniejg takie liczby catkowite dodatnie nq, ng ..., nosg oraz liczby

wymierne wy, Wy ..., Wosg, Z€
1 256

=S w.¥n .
I ,; eV

751. Niech S, bedzie symetrig ptaszczyzny wzgledem prostej p. Dowies¢, ze dla kaz-
dych dziesieciu prostych a, b, ¢, d, e, f, g, h, ©, j zachodzi rownos¢

909450545:.505)5:545e S 15,5555 15,5515, =
= 815,915:5;5 5515151549 565456 5056 SuSe .

753. Rozstrzygnaé, czy wsréd dowolnych dziesieciu kolejnych liczb naturalnych istnieje
taka, ktora jest wzglednie pierwsza z kazda z pozostatych.

755. Rozstrzygnac, czy wsérdod dowolnych siedemnastu kolejnych liczb naturalnych
istnieje taka, ktoéra jest wzglednie pierwsza z kazda z pozostatych.

757. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n spetniajacych
nastepujace warunki:
e liczba n jest sumg dwoch kwadratéw liczb catkowitych dodatnich,
e liczba n jest sumg dwoch szescianéw liczb catkowitych dodatnich,
e liczba n nie jest suma dwoch szostych poteg liczb catkowitych dodatnich.
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