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2. Udowodnij, ze szachownicy o wymia-
rach 8 X 8 z usunietymi przeciwleglymi po-
lami naroznymi (rys. 2) nie mozna pokryé¢
kostkami domina (czyli prostokatami o wy-
miarach 1x2).

Rozwiaz zadanie dwoma istotnie réznymi
sposobami.

Obowiazuja standardowe zatozenia: kost-
ki nie mogg na siebie zachodzi¢ ani wystawac
poza pokrywang figure.

rys. 2

Rozwigzanie:
Sposob I: Pomalujmy pola danej figury w tradycyjny wzér szachownicy (rys. 4).

1 -1 1 -1 1 -1 1

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

1 -1 1 -1 1 -1 1

rys. 4 rys. 6
Woéwcezas kazda kostka domina potozona na szachownicy tak, aby zakrywata dwa pola,
zakrywa jedno pole biate i jedno czarne. Gdyby figure dato si¢ pokry¢ kostkami domina,
oznaczaltoby to, ze zawiera ona tyle samo pdl biatych, co czarnych. Jednak pelna sza-
chownica 8 x 8 zawiera po 32 pola biate i czarne, wigc usuniecie dwéch narozy (w naszym
wypadku czarnych) prowadzi do figury o 30 polach czarnych i 32 polach biatych. Skoro
liczby pdl bialych i czarnych sg rézne, nie da sie pokry¢ tej figury kostkami domina.
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Pokrewne rozwiazanie mozna oprzec¢ o rysunek 6, gdzie kazda kostka domina pokrywa
pola o sumie liczb réwnej 0, a suma wszystkich liczb wpisanych w pola figury jest réwna 2.

Sposdb I1: Pomalujmy pola kwadratu w pionowe pasy (rys. 8). Wéwczas dana w za-
daniu figura sktada sie z 31 pél bialych i 31 pdl czarnych. Kazda kostka domina utozona
pionowo pokrywa dwa pola jednego koloru, czyli pokrywa parzysta liczbe pol kazdego
z koloréw. Natomiast kazda kostka ulozona poziomo pokrywa po jednym (a wiec niepa-
rzysta liczbe) polu kazdego koloru. Poniewaz liczby pdl kazdego koloru sa nieparzyste,
to oznacza, ze gdyby figure dato sie pokry¢ kostkami domina, to nieparzyscie wiele z nich
bytoby utozonych poziomo, a parzyscie wiele pionowo.

Gdybyémy jednak pomalowali figure w pasy poziome, to rozumujac analogicznie do-
szlibyémy do konkluzji przeciwnej: pokrycie figury wymaga utozenia poziomo parzyscie
wielu kostek domina, a nieparzyscie wielu pionowo. Ta sprzecznos¢ dowodzi, ze pokrycie
danej figury kostkami domina nie jest mozliwe.

Pokrewne rozwiazanie mozna oprze¢ na rysunku 20, gdzie kazda kostka domina utozo-
na poziomo pokrywa pola o nieparzystej sumie liczb, a kostka pionowa o parzystej. Przy
tym liczby wpisane w pola figury sumujg sie do 31.

0 1 0 1 0 1 0

rys. 8 rys. 20

Uwaga: Utarto sie méwi¢ o rzedach szachownicy jako poziomych i pionowych. Nie
Smiem naruszac tej tradycji, chociaz zdaje¢ sobie sprawe, ze gra w szachy na tradycyjnej
szachownicy utozonej tak, ze wystepuja na niej rzedy pionowe, nie jest mozliwa w ziem-
skim polu grawitacyjnym (nie dotyczy szachéw podréznych z figurami magnetycznymi
lub figurami z bolcami wtykanymi w dziurki na polach szachownicy). Rozumiemy wiec,
ze stowa poziomy i pionowy odnosza sie do odpowiednich kierunkoéw kartki lub ekranu
z rysunkiem, ktorego uzywamy do prezentacji zadania.
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4. Podaj przyktad figury ztozonej z szesciu pdl (czyli kwadratéw jednostkowych),
ktorej nie da si¢ pokry¢ kostkami domina, pomimo ze:
e przy standardowym kolorowaniu (czarnobiatym, pola sasiadujace bokiem maja rézne
kolory) pdl biatych jest tyle samo, co czarnych,
e figura jest w jednym kawalku, tzn. od kazdego pola wieza moze przej$¢ (w jednym lub
kilku ruchach) do kazdego innego.

Rozwigzanie:
Figura speliajaca podane warunki jest przedstawiona na rysunku 22.

rys. 22
Jest to prosty, ale pouczajacy przyktad: rownosé liczb pol czarnych i biatych figury

pokolorowanej w szachownice jest warunkiem koniecznym, aby figure mozna byto pokry¢
kostkami domina, ale nie jest to warunek wystarczajacy.

6. Udowodnij, ze szachownicy o wymiarach
8 X 8 z usunigtym polem naroznym (rys. 24)
nie mozna pokry¢ prostokatami o wymiarach
1x3.

rys. 24

- 206 - Jarostaw Wréblewski — Blok Olimpijski 2025/26, Nurt P Lista 2R



P Instytut Matematyczny UWr P www.math.uni.wroc.pl/~jwr/B0O2025 P III LO we Wroctawiu P

Rozwigzanie:

Sposcb I: Ponumerujmy pola danej figury jak na rysunku 26. Wowczas kazdy prostokat
1 x 3 pokrywajacy trzy pola pokrywa po jednym polu z kazdym z trzech numeréw 1, 2,
3. Poniewaz jednak liczby pél z numerami 1, 2, 3 sa rézne (wynosza odpowiednio 21, 22,
20), zadane pokrycie figury nie jest mozliwe. Zamiast uzywaé¢ numeracji trzema liczbami
mozna réwniez pokolorowaé pola odpowiadajace numerowi 2 (rys. 28) i stwierdzi¢, ze jest
ich 22 — o jeden wiecej niz prostokatow, ktore nalezatoby uzy¢ do pokrycia figury.

Zamiast zlicza¢ pola poszczegdlnych rodzajow, mozna stwierdzi¢, ze fragment figury
obrysowany grubag linig daje sie pokry¢ prostokatami 1x 3, a zatem bilans poszczegolnych
rodzajow pol mozemy odczytaé z trzech pél w prawym dolnym narozu.

1 2 3 1 2 3 1 2

2 3 1 2 3 1 2 3

rys. 26 rys. 28

Sposéb I1: Ponumerujmy pola figury jak na rysunku 40. Wéwczas kazdy prostokat 1x3
pokrywa trzy pola jednego rodzaju lub po jednym polu kazdego z trzech rodzajow. Gdyby
figure dato sie pokry¢ takimi prostokatami, zawierataby ona liczby pél poszczegdlnych
rodzajow dajace takie same reszty z dzielenia przez 3. Tymczasem pol z numerami 1, 21 3
jest odpowiednio 24, 23 i 16, co przy dzieleniu przez 3 daje reszty 0, 21 1.
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123|123 /|1]2 1| -1 o0 |1 |-10]1]-1
12312 |3/1]2 1|l o |1 ]-1l0 | 1]|-1]0
12312 |3/[1]2 0| 1 [=-1]0 |1 |-1]0]1
12312 |3/[1]2 1 |-1lo |1 |=1]0]|1]|-1
123|123 /|1]2 1|0 | 1]|-1]o0 ]| 1]-1]0
12312 |3/[1]2 0| 1 [-1]0 |1 |-1]0]|1
12312 |3/]1]2 1 -1l o |1 |-1]o0]1|-1
1 23| 1]2]3]|1 1|0 |1 ]=1l0 | 1]-1
rys. 40 rys. 42

Sposob I11: Wpiszmy w pola figury liczby jak na rysunku 42. Wéwcezas kazdy prostokat
1 x 3 pokrywa pola o sumie liczb rownej 0, a suma wszystkich liczb wpisanych w pola
figury jest rowna —1.

8. Kwadrat o boku 8 podzielono na 64 kwadraty jednostkowe zwane dalej polami.
Czy mozna umieséci¢ w nim 21 prostokatow o wymiarach 1 x 3 w taki sposob, aby kazdy
prostokat pokrywal 3 pola, a przy tym prostokaty na siebie nie nachodzity? Jesli tak,
to ktére pole moze pozostaé¢ niepokryte?

Rozwigzanie:

Sposob I: Ponumerujmy pola kwadratu jak na rysunku 44. Wowczas kazdy prostokat
1x 3 pokrywajacy trzy pola pokrywa po jednym polu z kazdym z trzech numeréw 1, 2, 3.
Poniewaz liczby pol z numerami 1, 2, 3 sg réwne odpowiednio 21, 22, 21, po umieszcze-
niu 21 prostokatow musi pozosta¢ niepokryte jedno z poél oznaczonych numerem 2. Do
analogicznej konkluzji dochodzimy po zastosowaniu symetrycznej numeracji (rys. 46).

Zatem pole, ktore mogtoby zosta¢ niepokryte, musi mie¢ numer 2 na obu rysun-
kach 44 i 46. Cztery takie pola (ulozone symetrycznie) zaznaczono na rysunku 46.
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1| 231 |2]3]1]2 2 31|23 |1/ 213
2 (3|1 2]|3|1/|2]3 1| 2312312
31| 23| 1|2]3]1 3123 12]3]1
1| 231 |2]3]1]2 2 [ 31|23 |1/ 213
2 3|1 2]|3|1/|2]3 1| 2|3 [1]2]3]1]2
31|23 |1 |2]|3]1 3123 12]3]1
1| 231 |2]3]1]2 2 (31|23 |1/ 2]3
2 (3|12 |3|1/|2]3 1| 2|3 [1]2]3]1]2
rys. 44 rys. 46

rys. 48 rys. 60

Dla zakonczenia rozwiazania nalezy wykazac¢, ze odpowiednie umieszczenie 21 prosto-
katow w kwadracie jest w ogole mozliwe. Przyktad takiego rozmieszczenia jest przedsta-
wiony na rysunku 48.

Sposéb 1I: Ponumerujmy pola kwadratu jak na rysunku 60. Wéwcezas kazdy prostokat
1 x 3 pokrywa trzy pola jednego rodzaju lub po jednym polu kazdego z trzech rodzajow.
Zatem liczby poél kazdego z trzech rodzajow pokryte przez prostokaty umieszczone na sza-
chownicy daja takie same reszty przy dzieleniu przez 3. Poniewaz p6l z numerami 1, 21 3
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jest odpowiednio 24, 24 i 16, niepokryte pole musi mie¢ numer 3. Po uwzglednieniu ana-
logicznego wniosku z symetrycznego numerowania, w ktérym pola w rzedach poziomych
maja takie same numery, dochodzimy do identycznej konkluzji jak w Sposobie I.

1|1 | =211 ]-2]1]1 30 1|2 |-3|1|2]-3]1
1|1 |-2l1]1|-2]1]1 1|1 | =211 ]-2]1]1
2 =214 |-2|-2]4]-2]|-2 2 =210 2|-2]o0] 2|2
1|1 | =21 ]1]-2]1]1 31 1|2 |-3|1]2]-3]1
1|1 | -2 1] 1]-2]1]1 1|1 | =21 ]1]-2]1]1
2 =24 |-2|-2]4]-2]|-2 2 2102 |-2]o0]2]|-2
1|1 | -2l1]1]-2]1]1 3] 1|2 |-3|1|2]-3]1
1|1 | -2 1] 1]-2]1]1 1|1 | -21]1]-2]1]1
rys. 62 rys. 64

Sposob I1I: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 62. Wowczas kazdy
prostokat 1 x 3 pokrywa pola o sumie liczb réwnej 0, a suma wszystkich liczb wpisanych
w pola kwadratu jest rowna 4. Zatem niepokryte musi by¢ pole z wpisang liczbg 4.

Inny zestaw liczb prowadzacy do analogicznej konkluzji jest przedstawiony na rysun-
ku 64, gdzie suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu jest rowna 0.

20. Kwadrat o boku 8 podzielono na 64 kwadraty jednostkowe zwane dalej polami.
Ile prostokatow o wymiarach 1 x5 potrzeba, aby pokry¢ caty kwadrat w taki sposob,
ze kazdy prostokat pokrywa 5 p6l? Prostokaty moga na siebie nachodzi¢ (tzn. pole moze
by¢ pokryte przez dwa lub wigcej prostokatéw).

Rozwigzanie:

Sposob I: Zauwazmy, ze szachownice o boku 8 mozna pokry¢ 14 prostokatami o wy-
miarach 1 x5 jak na rysunku 66, gdzie przedstawiono pokrycie 11 prostokatami 1 x5
oraz 3 prostokatami 1 x 3. Aby wykazaé, ze pokrycie mniejsza liczba prostokatéw nie jest
mozliwe, rozwazmy ponumerowanie pol jak na rysunku 68. Poniewaz przy takim ponume-
rowaniu wystepuje 14 p6l z numerem 3, a kazdy prostokat 1 x5 pokrywa tylko jedno takie
pole, wnioskujemy stad, ze uzycie 14 prostokatow do pokrycia kwadratu jest konieczne.
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1 2 3 4 5 1 2 3

rys. 66 rys. 68
12|34 |5 |1 21]3 4 | 4| 4|-6]-6|4]|4]4
12|34 |5 |1 2]3 4 | 4| 4| -6|-6]4| 4|4
1| 2|3 |45 1|23 4 | 4| 4| -6|-6]4 | 4|4
1|23 4|5 1] 2]3 —-6|—-6|-6| 9|9 |-6|-6|-6
1| 2345 1] 2]S3 —6|-6|-6| 9|9 |-6|-6|-6
1| 2|34 |5 |1 2]3 4 | 4| 4| -6|-6]4]| 4|4
1| 2|3 |45 1|23 4 | 4| 4| -6]-6|4]|4]|4
1234|5123 4 | 4| 4|-6|-6|4/| 4|4
rys. 80 rys. 82

Sposéb I1: Ponumerujmy pola szachownicy jak na rysunku 80. Wéwcezas pdl z liczbami
1, 2, 3, 4, 5 jest odpowiednio 16, 16, 16, 8 i 8. Gdyby dalo si¢ pokry¢ szachownice
13 prostokatami 1x5, to jedno (i tylko jedno) pole bytoby pokryte dwukrotnie. Zauwazmy,
ze kazdy prostokat pokrywa 5 pol z takim samym numerem lub po jednym polu kazdego
rodzaju. Stad wniosek, ze liczby pél kazdego z rodzajow pokrytych prostokatami daja
przy dzieleniu przez 5 takie same reszty, jesli uwzglednia¢ w tych rachubach krotnosci
pokrycia. Jednak przy tylko jednym polu pokrytym dwukrotnie, nie jesteSmy w stanie
uzyskacé reszt 1, 1, 1, 31 3, jakie daja przy dzieleniu przez 5 liczby poszczegdlnych rodzajow
pol.
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Sposob I1I: Wpiszmy w pola szachownicy liczby jak na rysunku 82. Wowczas kazdy
prostokat 1 x5 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, a suma wszystkich liczb
wpisanych w pola szachownicy jest rowna 36. Gdyby dato sie pokryé¢ szachownice tak,
aby tylko jedno pole byto pokryte dwukrotnie, to w tym polu musiataby znajdowaé sie
liczba —36. A pola z taka liczbg nie ma.

22. Udowodnij, ze szachownicy o wymiarach 14 x 14 z usuni¢tym polem naroznym
(rys. 84) nie mozna wypetni¢ prostokatami o wymiarach 1 x5 oraz pieciopolowymi krzy-
zykami jak na rysunku 86.

rys. 84 rys. 86

Rozwigzanie:

Sposob I: Ponumerujmy pola szachownicy jak na rysunku 88. Wowczas kazdy prostokat
o wymiarach 1 x5 oraz kazdy krzyzyk pokrywaja po jednym polu z kazdym z numerow
od 1 do 5. Gdyby pokrycie szachownicy prostokatami i krzyzykami byto mozliwe, zawie-
rataby ona tyle samo pél kazdego rodzaju. Tymczasem liczby pédl z numerami 1, 2, 3,
41 5 sa odpowiednio rowne 39, 39, 40, 39 i 38. Mozna si¢ o tym przekonaé liczac pola
poszczegolnych rodzajow w kwadracie 4 x 4 w prawym dolnym rogu, gdyz w pozostalej
czesel szachownicy (obwiedzionej na rysunku gruba linia) pdél kazdego rodzaju jest tyle
samo (36) — a to dlatego, ze ta cze$¢ daje sie pokry¢ prostokatami 1 x 5.

Sposob I1: Pomalujmy niektoére pola szachownicy jak na rysunku 200. Sa to pola ozna-
czone numerem 3 w numerowaniu ze Sposobu I. Wéwczas kazdy prostokat o wymiarach
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1 x5 oraz kazdy krzyzyk pokrywaja doktadnie jedno zamalowane pole. Poniewaz zama-
lowanych pél jest 40, a do pokrycia 195 pol szachownicy nalezatoby uzy¢ 39 klockow,
zadane pokrycie nie jest mozliwe.

O tym, ze zamalowanych pdl jest 40, mozemy si¢ przekonaé¢ wyrdzniajac czesé¢ sza-
chownicy, ktora daje sie podzieli¢ na prostokaty 1 x5. W tej czeSci zamalowane jest co
piate pole, czyli tacznie 36 pol. Do tego dochodza 4 zamalowane pola w kwadracie 4 x 4
w prawym dolnym rogu szachownicy.

Sposéb I11: Pomalujmy niektore pola szachownicy jak na rysunku 202. Sa to pola ozna-
czone numerem 5 w numerowaniu ze Sposobu I. Wowczas kazdy prostokat o wymiarach
1 x5 oraz kazdy krzyzyk pokrywaja doktadnie jedno zamalowane pole. Poniewaz zama-
lowanych poél jest 38, a do pokrycia 195 pdl szachownicy nalezatoby uzyé¢ 39 klockow,
zadane pokrycie nie jest mozliwe.

O tym, ze zamalowanych pdl jest 38, mozemy sie przekonaé¢ wyrdzniajac czesé¢ sza-
chownicy, ktora daje si¢ podzieli¢ na prostokaty 1x 5. W tej czeSci zamalowane jest co
piate pole, czyli tacznie 36 pol. Do tego dochodza 2 zamalowane pola w kwadracie 4 x 4
w prawym dolnym rogu szachownicy.
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rys. 200 rys. 202

24. Kwadrat o boku 18 podzielono na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami. Ile
najwiecej prostokatéw o wymiarach 1 x 7 mozna umiesci¢ w kwadracie w taki sposob, ze
kazdy prostokat pokrywa 7 pél, a przy tym prostokaty na siebie nie nachodzg?

Rozwigzanie:

Sposéb I: Zauwazmy, ze na szachownicy o boku 18 mozna umiesci¢ 45 prostokatow
o wymiarach 1x 7 jak na rysunku 204 (tradycyjnie szachownica nazywamy kwadrat po-
dzielony na kwadraty jednostkowe).

1123]|4|5]6|7|1|2]|3|4|5|6|7|1]|2]|3|4
213|14[5(6|7[1]2|3]|4|5|6|7]|1|2[3]4]5
314|567 |1(2[3|4]|5(6|7|1]|2|3]|4|5|6
415]6|7]|1|2[3]4]5|6[7[1]2|3[4]|5]|6]|7
51671234 |5|6]7[1]2|3[4]|5|6]|7]|1
6171123 |4|5[6|7]|1[2|3]|4]|5|6|7|1]|2
71112|3[4|5|6|7[1]2|3|4[|5|6|7|1|2]3
112(3]|4|5]6|7|1|2]|3|4|5|6|7|1]|2]|3|4
213|4[5]|6|7[1]2|3]4|5|6|7]|1|2][3]4]5
314|567 |1(2[3|4|5(6|7|1]|2|3]|4|5|6
415(6|7])1(2[3[4]|5|6[7[1]|2|3[4]|5|6]|7
516|7[1(2|3[4|5|6|7|1|2]3]|4|5]|6]|7]|1
6171123 ]4|5]6|7]|1[2|3[4]|5|6]|7|1]|2
71112|3[4[5|6|7[1[2]|3|4[5]|6]|7[1]|2]3
1123]|4|5[6|7]|1|2[3|4|5|6|7|1]|2]|3|4
213|14[5(6|7[1]2|3]|4|5|6|7]|1|2][3]4]5
314|5(6|7|1(2[3|4]|5(|6|7|1]|2|3]|4|5|6
415]6|7])1|2[3]4]5|6|7[1]2|3[4]5]|6]|7
rys. 204 rys. 206
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Aby wykazaé, ze umieszczenie wiekszej liczby prostokatéw nie jest mozliwe w zgodzie
z warunkami zadania, rozwazmy ponumerowanie pol jak na rysunku 206. Poniewaz przy
takim ponumerowaniu wystepuje 14+8+154+14+47=45 po6l z numerem 1, a kazdy prostokat
1 x7 pokrywa doktadnie jedno takie pole, wnioskujemy stad, ze umieszczenie w kwadracie
wigcej niz 45 prostokatow nie jest mozliwe.

Sposob II: Wpiszmy w pola szachownicy liczby jak na rysunku 208. Wéowcezas kaz-
dy prostokat 1 x 7 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, a suma wszystkich
liczb wpisanych w pola szachownicy jest rowna 144. Jezeli umiescimy na szachownicy
prostokaty o wymiarach 1 x 7, to suma liczb wpisanych w niepokryte pola bedzie rowna
144. Osiagniecie takiej sumy wymaga co najmniej 9 pél (z liczbami 16). Stad wniosek,
ze co najmniej 9 pol musi zosta¢ niepokrytych, a to oznacza, ze nie jest mozliwe umiesz-
czenie wiecej niz 45 prostokatow.

Poniewaz na rysunku 204 pokazalismy, jak rozmiesci¢ 45 prostokatow, liczba 45 jest
najwieksza liczba prostokatow o wymiarach 1 x 7, jakie mozna umiesci¢ w kwadracie
o boku 18 w sposéb zgodny z warunkami zadania.
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9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

—-12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|-12|-12|-12] 16 | 16 | 16 |—12|—-12|—-12|—-12

—-12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|—-12|-12|—-12| 16 | 16 | 16 |—12|—-12|—-12|—12

—-12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|—-12|—-12|—-12

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|—-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

—-12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|-12|-12|-12] 16 | 16 | 16 |—12|—-12|—-12|—12

—12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|—-12|-12|—-12| 16 | 16 | 16 |—12|—-12|—-12|—12

—-12|-12|-12| =12} 16 | 16 | 16 |—12|-12|-12|-12| 16 | 16 | 16 |—12|—-12|—-12|—-12

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9 |—-12|—-12|-12| 9 9 9 9

rys. 208

Uwaga: Nie podkredlamy tego w kazdym zdaniu rozwigzania, ale w zatozeniach zadania
piszemy wyraznie o polach szachownicy po to, aby wymusi¢ uktadanie prostokatow po
kratkach. Podczas gdy w przypadku szczelnego wypekiania figury jest mniej lub bardziej
jasne, ze uktadanie musi odbywac si¢ wtasnie po kratkach, to w przypadku, gdy jest troche
luzu, takie zatozenie trzeba wyraznie dopisa¢ (jesli taka jest nasza intencja).

26. Kwadrat o boku 23 podzielono na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami.
Ile prostokatow o wymiarach 1 x 9 potrzeba, aby pokry¢ caty kwadrat w taki sposob,
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ze kazdy prostokat pokrywa 9 pél? Prostokaty moga na siebie nachodzié (tzn. pole moze
by¢ pokryte przez dwa lub wiecej prostokatéw).

Rozwigzanie:

Sposéb I: Zauwazmy, ze szachownice o boku 23 mozna pokry¢ 61 prostokatami o wy-
miarach 1 x9 jak na rysunku 220, gdzie dla czytelnosci rysunku przedstawiono pokrycie
56 prostokatami 1 x 9 oraz 5 prostokatami 1 x5 (te ostatnie wystarczy odpowiednio prze-
dhuzy¢).

OO|~J| O[T | QN[ <O | OO~ | O U i | 0 [N [ | O[O [T | OO | O W~
NelloolN|lex [G11[EN [UN]] Nl o Nel[00] BN | {ap] (G2 PN [V ] [ Nel [0 o] LN | [ (@it
[l Nl [0/0] (N | [ap (G RN [OV] [\l o Nl [0 o] BN [ [ep] (W21 FEN[IN] | N | ol Nl [0/0] LN | (@)
DO ||| 00|~ (O[O = | L[N [ (O | OO | =] | O | U i~ [ [N | — | O | OO [~
(OS] g Nel [070] BN @] [S21 FENTUN] | o] |l Ne) [070] N [ =] (W21 RN [GN] | o] o Nel [0'e)
N[Nl Nel [0 o] BN ([ep] (a1 FENTIV] | o] Iog Nel (ool EN | [ep] (W21 FEN[IV] | ] [ Ne)
[SAER V] ] o Neal [0/e] LN (@] [T RN [WV W] g Nel [0/0] [N | [ap) (A RN OV] 1\ g
(@] [G4] FEN UV |\ | Nl [070] N { [ep] (S N[OV | W] [l Nl [070] LN | [@p] (W21 RN [GV] | N}
|| T || DN [ O | OO |~ | O[O = | O DN [ [ O | OO [~ [ OO | O k= [
[oe] N [=p] [G1 RN (S]] N] [l Nello/e] LN [ [p] (A RN [GV]] K] L Nel [0-0] N | [@p) [Sa{['SN
O|00| =[O T =[O N | =[O OO [ | O | U i [ DN | (<O | OO || Oy [t
[l Nl [0/0] N | [ (SR RN [OV] |\l o Nl [0 o] BN [ [ep] (W21 FEN[IN] | N | ol Nl [0/0] BN | (@)
DO ||| 00|~ O | L[N [ (O | OO | =T | OO | U i~ [ (DN — | O | OO [~
(OS] g Nel [070] BN | [e2] (ST IENTON] | ol | ol Ne) (070] N [ [ap] (W21 REN[N] | o] g Nel [o'e)
[N[IS] ] o Nel [0 o] N ([ep] [T FENTIV] | W] Iog Nel (ool EN | [ep] (W21 IEN[IV] | ] g Ne)
Y | QO DN || O OO [T [ O | O = | QO N [ = <O | OO | =T | O | Uk [Q0| DN | =
(@2 [GA{ RN (VN | ] | Nel [070] N { [ep) (ST N[V | o] [ Nl [070] LN | [@p] (W21 RN [SV] | N}
|| T || N [ O | OO | =T | O[O = | QO DN [ [ O | OO [~ [ OO | O k= [0
QO[O T | LN [ (O OO | =T | O | U = [ Q2 [N | | (O | OO [ ~T | O3 | O [~
Nel(oe] I {[ep] [S3] FEN UV W] [ Nl [0/0] N [ [ep] (W21 PERTUN] | W] o el [0/0] LN | [ep] (W

[SAFER NI \] o Neal [0/o] N [ (@] [T PEN [UN | W] g Nel [0/0] [N | [ep) (WA N OV] 1\] [
(@] [G4] FEN UV | ] | Nl [070] (N {[ep] (S PRV | W] [l Nl [070] LN | [@p] (W21 RN [GV] | N}
(O O | QO N[ =[O [ OO | =T | OO | U = [ Q| DN | = O OO | ~J [ O [ O i | O

rys. 220 rys. 222
Aby wykazaé¢, ze pokrycie mniejszg liczbg prostokatow nie jest mozliwe, rozwazmy
ponumerowanie pol jak na rysunku 222. Poniewaz przy takim ponumerowaniu wystepuje
5+14+23+4144-5=61 pol z numerem 5, a kazdy prostokat 1x9 pokrywa tylko jedno takie
pole, wnioskujemy stad, ze uzycie 61 prostokatéw do pokrycia kwadratu jest konieczne.

Sposéb I1: Wpiszmy w pola szachownicy liczby jak na rysunku 224. Wéwcezas kazdy
prostokat 1x 9 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, a suma wszystkich liczb
wpisanych w pola szachownicy jest réwna 400. Jezeli pokryjemy szachownice prostoka-
tami 1 x 9, to suma liczb wpisanych w pola powtornie pokrywane bedzie réwna —400.
Osiagniecie takiej sumy wymaga co najmniej 20 pél (z liczbami —20). Skoro w co naj-
mniej 20 przypadkach prostokat bedzie pokrywat pole pokryte juz wczesniej, to liczba
wszystkich pol pokrytych przez prostokaty po uwzglednieniu krotnosci pokrycia wyniesie
co najmniej 232420 =549 =9-61. Stad wniosek, ze pokrycie kwadratu wymaga uzycia
co najmniej 61 prostokatow.
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Poniewaz na rysunku 220 pokazalismy, jak uzyska¢ pokrycie 61 prostokatami, licz-
ba 61 jest najmniejsza liczba prostokatow o wymiarach 1x 9, jakie trzeba wykorzystacé
do pokrycia kwadratu o boku 23 w sposéb zgodny z warunkami zadania.

16 {16 |16 | 16 | 16 [—20|—20|—20]—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20|—20[—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16| 16 | 16 [—20[—20|—20]—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |-20|—20[—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 16|16 | 16 | 16 [—20[—20|—20]—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |-20|—20[—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20|—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20|—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

—20|—20]—20[—20{—20| 25 | 25 | 25 | 25 [—20|—20|—20]—20[—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20(—20

—20|—20|—20[—20|—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20|—20f 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20[—20|—20|—20

—20|—20|—20[—20|—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20|—20f 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20{—20|—20|—20

—20|—20|—20[—20]—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20|—20f 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20{—20|—20|—20

16 |16 |16 | 16 | 16 [—20[—20|—20]—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |-20|—20[—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20—20|—20|—20] 16 | 16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20|—20{—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20|—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20|—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20[—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20{—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

—20|—20|—20[—20|—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20|—20f 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20[—20|—20|—20

—20|—20|—20[—20|—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20|—20{ 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20—20|—20|—20

—20|—20|—20[—20]—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20|—20|—20{ 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20{—20|—20|—20

—20[—20|—20{—20]—20] 25 | 25 | 25 | 25 [—20]—20|—20|—20|—20| 25 | 25 | 25 | 25 |—20|—20|—20—20|—20

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20|—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20|—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 |16 | 16 | 16 | 16 [—20|—20—20[—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20—20{—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 {16 | 16| 16 | 16 [—20|—20|—20]—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20|—20[—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

16 16| 16| 16 | 16 [—20|—20|—20]—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |—20|—20[—20|—20| 16 | 16 | 16 | 16 | 16

rys. 224

28. Kwadrat o boku 28 podzielono na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami. Ile
najwiecej prostokatéw o wymiarach 1x 11 mozna umiesci¢ w kwadracie w taki sposéb,
ze kazdy prostokat pokrywa 11 pél, a przy tym prostokaty na siebie nie nachodzg?
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Rozwigzanie:
Sposéb I: Zauwazmy, ze na szachownicy o boku 28 mozna umieséci¢ 69 prostokatow
o wymiarach 1 x 11 jak na rysunku 226.

rys. 226 rys. 228

Aby wykazaé, ze umieszczenie wiekszej liczby prostokatow nie jest mozliwe w zgodzie z
warunkami zadania, rozwazmy pokolorowanie pdl jak na rysunku 228. Poniewaz zakoloro-
wanych jest 14124-234-22411=69 pdl, a kazdy prostokat 1x 11 pokrywa doktadnie jedno
takie pole, wnioskujemy stad, ze umieszczenie w kwadracie wigcej niz 69 prostokatow nie
jest mozliwe.

Sposdb 11: Wpiszmy w pola szachownicy liczby jak na rysunku 240 (puste pola traktu-
jemy tak, jakby wpisana byla tam liczba 0). Wéwczas kazdy prostokat 1x 11 pokrywa pola
o sumie wpisanych liczb rownej 36, a suma wszystkich liczb wpisanych w pola szachow-
nicy jest rowna 2484 =69-36. Stad wniosek, ze nie jest mozliwe umieszczenie wiecej niz
69 prostokatow. Co wiecej, umieszczenie 69 prostokatow jest mozliwe tylko przy pokryciu
wszystkich liczb, a wiec niepokryte moga zostaé tylko puste pola.

Poniewaz na rysunku 226 pokazalismy, jak rozmiesci¢ 69 prostokatow, liczba 69 jest
najwieksza liczba prostokatow o wymiarach 1 x 11, jakie mozna umiesci¢ w kwadracie
o boku 28 sposéb zgodny z warunkami zadania.
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6|16[6|6|6|6

6|16[(6|6|6|6

6|6|6|6[6]|6

6|6|6|6|6]|6

6|6|6|6[6]|6

6|6|6|6|6]|6

6|6|6|6[6]|6

6|6|6|6|6|6

6|16[6|6|6|6

6|16[6|6|6|6

rys. 240

Uwaga do sposobu II: Aby obliczyé sume wszystkich liczb wpisanych w pola szachowni-
cy nie wykonujac praktycznie zadnych rachunkéw, nalezy skonfrontowac rysunki 226 i 240

Spojrzenie na rysunek 240 pokazuje jednak, ze te pola sa puste, skad wynika, ze liczba

Do tego trzeba doda¢ sume liczb w polach kwadratu 5 x 5 niepokrytego na rysunku 226.
69-36 jest suma wszystkich liczb wpisanych w pola szachownicy 28 x 28.

i stwierdzi¢, ze skoro kazdy z 69 prostokatéw 1 x 11 na rysunku 226 pokrywa pola o su-
mie wpisanych liczb réwnej 36, to wszystkie one pokrywaja pola o sumie liczb 69 - 36.
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40. Czy kwadrat o boku dtugosci 17 mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy
ma bok dtugosci 2 lub 37

Rozwigzanie:

Sposéb I: Pokolorujmy kwadrat w szachownice zamalowujac na czarno i biato pro-
stokaty rozmiaru 1x 1,5 jak na rysunku 242. Dla czytelnosci rysunku zamiast koloru
czarnego uzyliémy pewnego odcienia szarosci.

1(0(-1{1]{0|-1{1|0|-1|1|0|-1{1]|0|-1|1]|O0O
-110(1]-1{0|1|-1{0|1|-1{O|1|-1{O|1]|-1|0
110(-1{1{0|-1{1|0O|-1{1]0|-1{1]|O|-1{1]0
-110|1]-110|1|-1{0|1|-1/O|1|-1{0|1]|-1|0
110(-1{1{0|-1{1|O|-1{1|0|-1|{1]|O|-1|1]|0
-1{0|1|-1|0|1|-1{0|1|-1|O|1|-1jO|1|-1|0
110(-1{1{0|-1{1|O|-1{1|{0|-1|1]|O|-1|1]|0
-110(1]-1{0|1|-1{0O|1|-1{O|1|-1{O|1]|-1|0
1(0(-1{1{0|-1{1|0|-1|1|0|-1{1]|0|-1|1]|O0O
-1{0|1]-110|1|-1{0|1|-1/O|1|-1{0|1]|-1|0
110[-1{1({0|-1{1|0O-1{1]0|-1{1]|O|-1{1]0
-1{0|1]|-1|0|1|-1{0|1|-1|O|1|-1jO|1|-1|0
110(-1{1{0|-1{1|O|-1{1]{0|-1|1]|O|-1|1]|0
-110{1]-1{0|1(-1{0|1|-1{O|1|-1|{O|1]|-1|0
1(0(-1{1{0|-1{1|0|-1|1|0|-1{1]|0|-1|1]|O0O
-1{0|1]-110|1|-1{0|1|-1/O|1|-1{0|1]|-1]0
110[-1{1[{0[-1{1]{0|-1{1]0|-1{1][0O[-1J1]|0
rys. 242 rys. 244

Wowczas kazdy kwadrat o boku 2 lub boku 3 zakrywajacy odpowiednio 4 lub 9 pél
(czyli kwadratéw jednostkowych, na ktére dzielimy dany kwadrat o boku 17), pokrywa
tyle samo pola czarnego, co biatego. Wniosek stad, ze figura, ktora datoby sie szczelnie
wypetnic¢ takimi kwadratami, musiataby zawiera¢ taka sama powierzchnie biatg i czarng.

Na rysunku 242 mozna przesledzi¢, ze figura otoczona gruba linig zawiera tyle samo
pola biatego i czarnego. Zatem caly kwadrat ma pola czarnego o jedna jednostke po-
wierzchni wiecej niz biatego — bilans ten mozna odczytac¢ z prostokata 1 x 2 w prawym
dolnym rogu.

Skoro wiec kwadrat 17 x 17 nie zawiera takiej samej powierzchni pokrytej na biato, co
na czarno, nie moze by¢ podzielony na kwadraty 2x 21 3 x 3.

Liczbowa wersja tego samego sposobu rozwigzania jest przedstawiona na rysunku 244,
gdzie w pola kwadratu wpisano liczby bedace bilansem powierzchni obydwu koloréw.
Woéwcezas kazdy kwadrat 2 x 2 lub 3 x 3 pokrywa pola z liczbami o sumie 0, a suma liczb
wpisanych we wszystkie pola kwadratu jest rowna 1.

Sposob II: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 246. Wowczas kazdy kwa-
drat 2 x 2 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, natomiast kazdy kwadrat 3 x 3
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pokrywa pola o sumie liczb réwnej +3, a wiec podzielnej przez 3. Wynika stad, ze figura,
ktora datoby sie szczelnie wypetni¢ kwadratami o boku 2 lub 3, musiataby zawieraé¢ pola
o sumie liczb podzielnej przez 3.

Tymeczasem suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu jest réwna 17 (figura
obwiedziona grubga linia zawiera pola o sumie liczb réwnej 0, a w ostatnim wierszu jest
17 jedynek).

TRRARRRRRRRRRRARNE 0
TS 1 51 1 1 N S E S S S N S A E R S E A R
TRRARRRRRRRRRRNRE 111 1111

el faafafafafafefafa]ala]e]t 0
EIEIEE EEEE E E E EEEEEE N N E E E I E EE
TRRARRRRRRRRRRNaE 11111 11111 1)1

rys. 246 rys. 248

Sposob II1: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 248. Wéowczas kazdy kwa-
drat 3 x 3 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, natomiast kazdy kwadrat 2 x 2
pokrywa pola o sumie liczb rownej 0 lub £2, a wigc parzystej. Wynika stad, ze figura,
ktora datoby sie szczelnie wypetni¢ kwadratami o boku 2 lub 3, musiataby zawieraé¢ pola
o parzystej sumie liczb.

Tymeczasem suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu jest réwna 17 (figura
obwiedziona grubg linig zawiera pola o sumie liczb réwnej 0, a w przedostatnim wierszu
jest 17 jedynek).

Uwaga: Skrupulatne przesledzenie powyzszych rozwigzan pozwala uzsykaé¢ wynik moc-
niejszy, chociaz mniej zgrabny w sformutowaniu:

Kwadratu 17 x 17 nie da si¢ wypelni¢ prostokatami 1 x 2 ustawionymi pionowo i pro-
stokatami 1 x 3 ustawionymi poziomo (tak jest w przypadku Sposob6w I i I, natomiast
w Sposobie III nalezy zamienié¢ kierunki rolami).

42. Czy kwadrat o boku dlugosci 19 mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy
ma bok dtugosci 3 lub 57
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Rozwigzanie:
Sposob I: Pokolorujmy kwadrat w szachownice zamalowujgc na czarno i biato prosto-
katy rozmiaru 1,5 x 2,5 jak na rysunku 260.

-1-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1{0|1]|1|-1|-1]0|1
0[0(0]|0j0O|0O]|0O]O]0O|O|O[0O]|OJ0O]|0O]O|0O]|O]O
1{1]{0]-1)-1{1|{1|0|-1|-1|1|{1|0|-1|-1|1|1|0]-1

-1-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1]0|1
0]0{0({0[0]0]0[{0[0]|0]0]0[{0[0]|0]0O[0|O]|0O
1{1]{0]-1]-1{1|{1|0|-1|-1|1|{1|0|-1|-1|1|1|0]-1

-1-1{0 | 1|1 |-1|-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1{0|1
0[0j0]|0j0|0]|0]0O]0O|O|O[|0O]OJ0O]0O[O|0O]|O]|O
1{1]0]-1]-1{1|{1|0|-1|-1|1|{1|0|-1|-1|1|1|0]-1

-1-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1|{0|1|1|-1|-1|0|1
0[0j0]|0j0|0]|0O]O]O|O|O[0O]OJ0O]|0O]O|0O]|O]|O
1{1(0|-1|-1{1|1|0-1|-1{1|1|O|-1|-1{1|{1]|0|-1

-1-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1|0|1
0[0|0]|0|0|0]|0]O]O|O|O|0O]O|0O]0O]O|0O]|O]O
1{1]{0]-1]-1{1|{1|0|-1|-1|1|{1|0|-1|-1|1|1|0]-1

-1-1{0 1|1 |-1|-1{0|1|1|-1|-1{0|1|1|-1|-1|0|1
0]0{0{0[0]0]0[{0[0]|0]0]0[0[0]|0]0O|0|O]|0O
1{1]{0]-1]-1{1|{1|0|-1|-1|1|{1|0|-1|-1[1][1]0]-1

-1(-1/0[{1]1[-1]-1{0|1|1]-1{-1/O[1[1}-1|-1{0|1

rys. 260 rys. 262

Woweczas kazdy kwadrat o boku 3 lub boku 5 zakrywajacy odpowiednio 9 lub 25 pdl
(czyli kwadratéw jednostkowych, na ktére dzielimy dany kwadrat o boku 19), pokrywa
tyle samo pola czarnego, co biatego. Wniosek stad, ze figura, ktora datoby sie szczelnie
wypetié¢ takimi kwadratami, musiataby zawiera¢ taka sama powierzchnie biata i czarna.

Na rysunku 260 mozna przesledzi¢, ze figura otoczona grubg linia zawiera tyle samo
pola biatego i czarnego. Zatem caty kwadrat ma pola biatego o jedna jednostke powierzch-
ni wiecej niz czarnego — bilans ten mozna odczytaé z prostokata 1 x4 w prawym dolnym
rogu.

Skoro wiec kwadrat 19 x 19 nie zawiera takiej samej powierzchni pokrytej na biato, co
na czarno, nie moze by¢ podzielony na kwadraty 3 x3 1 5 x 5.

Liczbowa wersja tego samego sposobu rozwigzania jest przedstawiona na rysunku 262,
gdzie w pola kwadratu wpisano liczby bedace bilansem powierzchni obydwu koloréw.
Woéwcezas kazdy kwadrat 3 x 3 lub 5 x5 pokrywa pola z liczbami o sumie 0, a suma liczb
wpisanych we wszystkie pola kwadratu jest réwna —1.

Sposob II: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 264. Wowczas kazdy kwa-
drat 3 x 3 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, natomiast kazdy kwadrat 5x 5
pokrywa pola o sumie liczb rownej 0 lub £5, a wiec podzielnej przez 5. Wynika stad,
ze figura, ktora datoby sie szczelnie wypetni¢ kwadratami o boku 3 lub 5, musiataby
zawiera¢ pola o sumie liczb podzielnej przez 5.
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Tymeczasem suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu jest rowna 19 (figura
obwiedziona gruba linia zawiera pola o sumie liczb rownej 0, a w ostatnim wierszu jest
19 jedynek).
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Sposéb I11: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 266. Wéwczas kazdy kwa-
drat 5 x5 pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0, natomiast kazdy kwadrat 3 x 3
pokrywa pola o sumie liczb rownej 0 lub +3, a wiec podzielnej przez 3. Wynika stad,
ze figura, ktora datoby sie szczelnie wypetni¢ kwadratami o boku 3 lub 5, musiataby
zawiera¢ pola o sumie liczb podzielnej przez 3.

Tymczasem suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu jest réwna 19 (figura
obwiedziona grubg linig zawiera pola o sumie liczb rownej 0, a w czwartym wierszu
od dotu jest 19 jedynek).

Uwaga: Metody zastosowane w powyzszym rozwigzaniu oraz w rozwigzaniu zadan
poprzednich pozwalaja udowodni¢ nastepujace twierdzenie: Niech m i n beda liczbami
catkowitymi dodatnimi. Wéwcezas dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k niepodzielnej
przez zadng z liczb m i n, kwadratu o boku k£ nie mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktérych
kazdy ma bok m lub n.

Zauwazmy tez, ze gdy liczba k jest podzielna przez m lub przez n, kwadrat o boku k
daje sie w oczywisty sposob podzieli¢ na jednakowe kwadraty o boku m lub n.

44. Czy kwadrat o boku dlugosci 17 mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy
ma bok dhugosci 2, 3 lub 57

Rozwigzanie:
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Odpowiedz: Podzial kwadratu o boku dtugosci 17 na kwadraty, z ktorych kazdy ma
bok dtugosci 2, 3 lub 5, jest mozliwy.

Sposob I: Kwadrat mozna podzieli¢ jak na rysunku 268. Konstrukcja ta jest oparta
na podziale kwadratu o boku 17 na kwadrat o boku 5 oraz cztery prostokaty o wymia-
rach 6 x 11. Istotne jest przy tym spostrzezenie, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2
prostokat o wymiarach 6 x n mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktérych kazdy ma bok
dhugosci 2 lub 3.

rys. 268 rys. 280
Na konstrukcje te mozna tez spojrze¢ w inny sposéb, dostrzegajac jako jej podstawe
podziat kwadratu 17x 17 na kwadrat 5x 5, cztery kwadraty 6 x 6 i cztery prostokaty 5 x6.

Sposéb 1I: Inny sposob podziatu jest pokazany na rysunku 280, gdzie kwadrat o boku
5 umieszczamy w narozu, a nastepnie obudowujemy go pasami o szerokosci 6.

Uwagi: Konstrukcja przedstawiona w Sposobie II moze zosta¢ wykorzystana do udo-
wodnienia, ze dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej k, kwadrat o boku 6k +5 mozna
podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy ma bok dtugosci 2, 3 lub 5.

Kilka krokéw tej konstrukeji jest przedstawionych na rysunku 282, gdzie pokazano
podziaty kwadratow o bokach 5, 11, 17, 23, 29, 35. Oczywiscie podziat kwadratu o boku
35 ma w tym kontekscie tylko i wytacznie walor prezentacji ogblnej konstrukeji, gdyz sam
kwadrat o boku 35 mozna w oczywisty sposob podzieli¢ na 49 kwadratéw o boku 5.

7 uwagi do rozwiazania poprzedniego zadania wynika, ze kwadratu o boku 17 nie da
sie podzieli¢ na kwadraty o bokach 2, 3 lub 5 uzywajac tylko dwoch rodzajow kwadratow
— kazdy podziat musi zawiera¢ co najmniej jeden kwadrat o boku 2, co najmniej jeden
kwadrat o boku 3 i co najmniej jeden kwadrat o boku 5.
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rys. 282

46. Czy kwadrat o boku dtugosci 19 mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy
ma bok dhugosci 2, 3 lub 57

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Podzial kwadratu o boku dtugosci 19 na kwadraty, z ktorych kazdy ma
bok dtugosci 2, 3 lub 5, jest mozliwy.
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Sposob I: Kwadrat mozna podzieli¢ jak na rysunku 284. Konstrukcja ta jest oparta
na podziale kwadratu o boku 19 na kwadrat o boku 5 oraz cztery prostokaty o wymia-
rach 7 x12.

rys. 284 rys. 286

Sposéb II: Inne rozwigzanie zadania jest przedstawione na rysunku 286. Konstrukcja
ta jest oparta na podziale kwadratu 19 x 19 na kwadrat 9 x 9, kwadrat 10 x 10 i dwa
prostokaty 9 x 10.

Sposéb 11I: Jeszcze inny sposodb podziatu, bedacy czedcia ogdlniejszej konstrukeji, jest
pokazany na rysunku 288.

W lewym dolnym rogu widzimy kwadratu o boku 13 podzielony na kwadraty o bo-
kach 2, 3 i 5. Nastepnie kwadrat ten jest obudowany pasami o szerokosci 6 (zlozonymi
z kwadratow 2 x 2 i 3 x 3) w celu uzyskania kolejno kwadratéw o bokach 19, 25, 31 i 37.
W ten sposéb pokazujemy metode podziatu kwadratu o boku 6k+1 dla dowolnej liczby
naturalnej k > 2.

Uwaga: W polaczeniu z uwaga do rozwiazania poprzedniego zadania otrzymujemy
nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n réznej od 11 7, kwadrat o boku dltugosci n
mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktérych kazdy ma bok dtugosci 2, 3 Tub 5.

Uwzglednilismy tu takze trywialny przypadek liczby n podzielnej przez 2 lub 3.

Oczywiscie podzial kwadratu o boku 1 jest niemozliwy. Takze podzial kwadratu o boku
7 nie jest mozliwy, gdyz jak juz wiemy, taki podzial musiatby wykorzystywaé¢ po co
najmniej jednym kwadracie kazdego z trzech rozmiaréw, a kwadrat o boku 7 jest za maly,

aby mozna w nim zmiesci¢ niezachodzace na siebie kwadraty o bokach 3 1 5 (utozone po
kratkach).
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rys. 288
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48. Czy kwadrat o boku dtugosci 19 mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy
ma bok dtugosci 2, 3 lub 5, przy czym kwadrat o boku 3 jest tylko jeden?

Rozwigzanie: IR EEEERE
-1{-1(-1|-1{-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1
1j{1(1|1jrf1r|1r{ry1jry1y1frj1rfjry1j1f{1rj1
-1(-1(-1|-1|-1{-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1]|-1

Sposob I: Wpiszmy w pola kwa-
dratu liczby jak na rysunku 400.
Wowcezas suma liczb wpisanych w
pola prostokata obwiedzionego gru-
ba linia jest rowna 0. Poza tym pro-
stokatem znajduje sie 19 pol z je-
dynkami, skad wynika, ze suma wszyst
kich liczb wpisanych w pola kwa- |- (o s ci L mn = e e s e e e -1 =
dratu jest réwna 19. T{rf{afr|afrfrf{a|a|afafrf{r|r|1f1f1{1]|1

Zauwazmy tez, ze kazdy kwadrat — [-1[-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1|-1]-1
o boku 2 pokrywa pola o sumie liczb |1 |11 |11 |11 |1 |11 |11 |T1|1|1|1]|1[1]1
rownej 0, kazdy kwadrat o boku 3 |-1|-1|-1|-1|-1)-1]-1]-1|-1]-1)-1]-1]-1}-1|-1|-1|-1)-1}]-1
pokrywa pola o sumie liczb réwnej L1 [L|1{Tj1]1 1)1 jL 1T j1j1j1j1]jLj1]1
+3, a kazdy kwadrat o boku 5 po- |ttt b L L eL L LT LT -L L)L)
krywa pola o sumie liczb réwnej £5.
Oczywiscie dopuszczamy tu tylko kwa-=
draty narysowane po kratkach.
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rys. 400

Rozwazanie sum liczb wpisanych w pola modulo 5 prowadzi do nastepujacych wnio-
skow:
e suma liczb wpisanych we wszystkie pola kwadratu daje reszte 4 przy dzieleniu przez 5,
e suma liczb wpisanych w pola pokryte przez kwadrat o boku 2 lub 5 jest podzielna przez
57
e suma liczb wpisanych w pola pokryte przez kwadrat o boku 3 daje reszte 2 lub 3 przy
dzieleniu przez 5.

Z powyzszych spostrzezen wynika wiec, ze nie jest mozliwy podziat kwadratu o boku 19
na kwadraty o bokach 2 lub 5 oraz co najwyzej jeden kwadrat o boku 3.

Sposéb 1I: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 402. Wéwczas suma liczb
wpisanych w pola figury obwiedzionej gruba linig jest rowna 0. Poza tg figurag znajduja sie
4 pola z jedynkami, skad wynika, ze suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu
jest réwna 4.

Zauwazmy tez, ze kazdy kwadrat o boku 2 lub 5 pokrywa pola o sumie liczb réwnej 0,
a kazdy kwadrat o boku 3 pokrywa pola o sumie liczb réwnej +3 lub +2. Stad wniosek,
ze podzial kwadratu o boku 19 na kwadraty o bokach 2 lub 5 oraz co najwyzej jeden
kwadrat o boku 3 nie jest mozliwy.
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1 1 1 11411 1 1 11411 1 1 1 1411 1 1 1

1 1 1 11411 1 1 1 1411 1 1 1| -4 1 1 1 1

60. Czy kwadrat o boku dtugosci 24 mozna podzieli¢ na kwadraty, z ktorych kazdy
ma bok dhugosci 2, 3 lub 5, przy czym kwadrat o boku 5 jest doktadnie jeden?

Rozwigzanie:
Sposob I: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 404. Wéwcezas suma wszyst-
kich liczb wpisanych w pola kwadratu jest rowna 0.
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Zauwazmy tez, ze kazdy kwadrat o boku 2 pokrywa pola o sumie liczb réwnej 0, kazdy
kwadrat o boku 3 pokrywa pola o sumie liczb réwnej £3, a kazdy kwadrat o boku 5
pokrywa pola o sumie liczb rownej £5. Jak zwykle w sytuacji, gdy méwimy o polach,
dopuszczamy tu tylko kwadraty narysowane po kratkach.

7 powyzszych obserwacji wynika, ze przy podziale kwadratu o boku 24 na kwadraty
o bokach 2, 3, 5, suma liczb wpisanych w pola wszystkich kwadratéw o boku 5 jest
podzielna przez 3. A to jest niemozliwe, gdyby byt doktadnie jeden taki kwadrat.

Sposéb 11: Wpiszmy w pola kwadratu liczby jak na rysunku 406. Wéwczas suma wszyst-
kich liczb wpisanych w pola kwadratu jest réwna 0.

Zauwazmy tez, ze kazdy kwadrat o boku 2 lub 3 pokrywa pola o sumie liczb roéwnej 0,
a kazdy kwadrat o boku 5 pokrywa pola o sumie liczb rownej 1 lub £2. Stad wniosek,
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ze podziat kwadratu o boku 24 na kwadraty o bokach 2 lub 3 oraz doktadnie jeden

kwadrat o boku 5 nie jest mozliwy.
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rys. 406

h kazdy

oryc

kt

’

¢ na szesciany, z

62. Czy szescian o krawedzi dtugosci 19 mozna podzieli

ma krawedz dtugosci 2, 3 lub 57

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podzial szescianu o krawedzi dtugosci 19 na szesciany, z ktorych kazdy

ma krawedz dtugosci 2, 3 lub 5, nie jest mozliwy.
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Sposob I: Pokolorujmy szeScian w tréjwymiarows szachownice zamalowujac na czarno
i bialo prostopadtosciany rozmiaru 1x1,5x2,5. Jak to robimy? Ot6z wyobrazmy sobie, ze
duzy szescian jest podzielony na 193 szedcianikéw jednostkowych (zwanych dalej polami,
przez analogie do sytuacji dwuwymiarowej). W ten sposéb powstaje 19 warstw prosto-
padtosciennych o wymiarach 1 x 19 x 19 ztozonych z 192 =361 pdl kazda. Pola co drugiej
warstwy, poczynajac od gornej, malujemy jak na rysunku 408. Pola kazdej z pozostatych
9 warstw malujemy jak na rysunku 420.

rys. 408 rys. 420

Wowecezas kazdy szeScian o krawedzi 2, 3 lub 5 zakrywajacy odpowiednio 8, 27 lub 125
pol, pokrywa tyle samo objetosci czarnej, co biatej. Wniosek stad, ze figura, ktora datoby
sie szczelnie wypetni¢ takimi sze$cianami, musiataby zawiera¢ taka samg objetos¢ biata
i czarng.

Osiemnascie warstw od gory zawiera tyle samo objeto$ci obu koloréw. Co do dzie-
wietnastej warstwy (tej na samym dole), to na rysunku 408 mozna przesledzié¢, ze figura
otoczona grubg linig zawiera tyle samo objetosci biatej i czarnej. Zatem caty szeScian ma
o jedng jednostke objetosci wiecej bieli niz czerni — bilans ten mozna odczytaé z prostpa-
dtoscianu 1 x 1 x 4, przedstawionego w prawym dolnym rogu rysunku 408 jako prostokat
1 x4.

Skoro wiec szescian 19x19x 19 nie zawiera takiej samej objetosci zamalowanej na biato,
co na czarno, nie moze by¢ podzielony na szedciany 2x2x2, 3x3x315x5x5.

Liczbowa wersja tego samego sposobu rozwigzania jest przedstawiona na rysunkach 422
i 424, gdzie w pola szescianu wpisano liczby bedace bilansem objetosci obydwu koloréow.
Wowcezas kazdy szescian 2x2x2, 3x3x 3 lub 5 x5 x5 pokrywa pola z liczbami o sumie 0,
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a suma liczb wpisanych we wszystkie pola szescianu jest rowna —1.
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rys. 422 rys. 424

Sposob II: W pola kazdej warstwy wpiszmy liczby jak na rysunku 422. Oznacza to,
ze kazdy pionowy prostopadioscian 1 x 1 x 19 zawierajacy 19 pél ma we wszytskie pola
wpisang te samag liczbe. Zatem suma liczb wpisanych we wszystkie pola szescianu jest
rowna —19.

Ponadto kazdy szescian 3 x 3 x 3 lub 5 x 5 x5 zajmujacy odpowiednio 27 lub 125 pdl,
pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0. Natomiast kazdy 8-polowy szescian
2 x 2 x 2 pokrywa pola o parzystej sumie liczb.

Skoro wiec duzy szescian ma nieparzysta sume liczb wpisanych w pola, a kazdy do-
puszczalny szescian podziatu pokrywa pola o parzystej sumie liczb, podzial spetniajacy
warunki zadania nie jest mozliwy.

Uwaga: Modyfikacja powyzszych rozwiazan pozwala uzsyka¢ wynik mocniejszy: Sze-
Scianu 19 x 19 x 19 nie da sie wypetni¢ prostopadtoscianami 1 x 1 x 2 ustawionymi piono-
wo, prostopadloscianami 1 x 1 x 5 ustawionymi poziomo (wszerz), i prostopadtodcianami
1 x 1 x 3 ustawionymi poziomo (w glab).

64. Czy szescian o krawedzi dtugosci 19 mozna podzieli¢ na figury, z ktorych kazda
jest szescianem o krawedzi 2 lub prostopadtoscianem o wymiarach 3 x 3 x 17

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podzial szescianu o krawedzi dtugos$ci 19 na szesciany o krawedzi 2 i
prostopadtosciany 3 x 3 x 1 nie jest mozliwy.
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rys. 426 rys. 428

Sposéb I: Pokolorujmy szescian w trojwymiarowa szachownice zamalowujac na czarno
i biatlo prostopadtosciany rozmiaru 1x 1,5 x 1,5. Zatézmy przy tym, ze duzy szescian
jest podzielony na 19° szedcianikéw jednostkowych zwanych dalej polami. W ten sposéb
powstaje 19 warstw prostopadloéciennych o wymiarach 1 x 19 x 19 ztozonych z 192 =361
pol kazda. Pola co drugiej warstwy, poczynajac od gérnej, malujemy jak na rysunku 426.
Pola kazdej z pozostatych 9 warstw malujemy jak na rysunku 428.

Wowczas kazdy szescian o krawedzi 2 zakrywajacy 8 poél, a takze kazdy 9-polowy
prostopadtoscian 3x 3 x 1, pokrywa tyle samo objetosci czarnej, co biatej. Wniosek stad, ze
gdyby duzy szescian dato sie szczelnie wypetni¢ takimi figurami, to musiatby on zawieraé¢
taka sama objetosé¢ biatg i czarna.

Osiemnascie warstw od gory zawiera tyle samo objetosci obu koloréw. Co do dzie-
wietnastej warstwy (tej na samym dole), to na rysunku 426 mozna przesledzié¢, ze figura
otoczona gruba linig zawiera tyle samo objetosci biatej i czarnej. Zatem caty szeScian ma
o jedng jednostke objetosci wiecej bieli niz czerni — bilans ten mozna odczytaé z szedcianu
1 x1x1, przedstawionego w prawym dolnym rogu rysunku 426 jako kwadrat 1 x 1.

Skoro wiec szescian 19x19x 19 nie zawiera takiej samej objetosci zamalowanej na biato,
co na czarno, nie moze by¢ podzielony na szesciany 2 x 2 x 2 i prostopadtos$ciany 3 x 3 x 1.

Liczbowa wersja tego samego sposobu rozwigzania jest przedstawiona na rysunkach 440
i 442, gdzie w pola szescianu wpisano liczby bedace bilansem objetosci obydwu koloréw.
Woweczas kazdy szedcian 2x2x 2 i kazdy prostopadtoscian 3x3x 1 pokrywa pola z liczbami
o sumie 0, a suma liczb wpisanych we wszystkie pola szescianu jest rowna —1.
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Sposob 1I: W pola kazdej warstwy wpiszmy liczby jak na rysunku 440. Oznacza to,
ze kazdy pionowy prostopadtoscian 1 x 1 x 19 zawierajacy 19 pél ma we wszytskie pola
wpisang te samg liczbe. Wtedy suma liczb wpisanych we wszystkie pola szescianu jest
rowna —19. Ponadto kazdy prostopadtoscian 3 x 3 x 1 zajmujacy 9 pol, pokrywa pola
o sumie wpisanych liczb rownej 0. Natomiast kazdy 8-polowy szescian 2 x 2 X 2 pokrywa
pola o parzystej sumie liczb.

Skoro wiec duzy szeScian ma nieparzysta sume liczb wpisanych w pola, a kazdy do-
puszczalny prostopadtoscian podziatu pokrywa pola o parzystej sumie liczb, podziat spet-
niajacy warunki zadania nie jest mozliwy.

66. Czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n niepodzielna przez 2, 3, 5 ani 7,
ze szeScian o krawedzi dhugosci n mozna podzieli¢ na szesciany, z ktorych kazdy ma kra-
wedz dtugoscei 2, 3, 5 lub 77

Rozwigzanie:

Udowodnimy istnienie takiej liczby catkowitej dodatniej n niepodzielnej przez 2, 3, 5 ani’
ze szescian o krawedzi dtugosci n mozna podzieli¢ na szesciany, z ktorych kazdy ma kra-
wedz dtugosci 2, 3, 5 lub 7.

Przeprowadzimy konstrukcje polegajaca na budowaniu coraz wiekszych prostopadto-
scianéw, biorgc za punkt wyjsécia szeSciany o krawedziach 2, 3, 5 i 7. Ponizsza tabela
przedstawia krok po kroku tworzenie kolejnych prostopadtoscianow:
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’ Budulce Budowany prostopadtoscian \ Warunki ‘

2X2X%X2 30x6x2
3x3Ix3 30x6x3

30x6x2, 30x6x3 30x6x N NZ>2
2X2x%2 30x10x2
DIXDXDH 30x10x5

30x10x2, 30x10x5 30x10x N N >4
3x3x%x3 30x15x%x3
IXDXDH 30x15x%x5

30x15x3, 30x15x5 30x15x N N>8

30x6x N, 30x10x N, 30x15x N 30x N x N N > 30
2X2x%X2 42 X6 %2
3x3x%x3 42x6x%x3

42X 6x2, 42x6x3 42x6x N N>2
2X2x2 42 x 14 x 2
TXTXT 42x14x7

42x14x2, 42x14x7 42x 14 x N NZ>6
3xX3x%x3 42x21x3
TXTXT 42%x21x7

42x21x 3, 42x21x7 42x21x N N >12

42X 6X N, 42x14xX N, 42x21x N 42X N x N N>44
2X2x%x2 7T0x10x2
IXDXDH 70x10x5

7T0x10x2, 70x10x5 7T0x10x N N>4
2X2x2 70x 14 %2
TXTXT T0x14x7

T0x14x2, 70x14x7 70x 14 x N N>6
H5XHXH 70%x35x%x5
TXTXT T0x35%x7

7T0x35x5H, T0x35x7 70x 35 x N N >24

7T0x10x N, 70x14x N, 70x35x N TO0x NxN N > 82
3xX3I%x3 105x15x%x 3
5xbhxbh 105x 15 x5

105 x15x3, 105x15%x5 105 x 15 x N N >8
3x3Ix3 105 x21x3
TXTxXT 105x21x7

105 x21x3, 105x21x7 105 x 21 x N N >12
HXHXDH 105x 35 %5
TXTxT 105 x35 %7

105x35x5, 105%x35x%x7 105 x35x N N>24

105 x15x N, 105x21x N, 105x35x N 105 x N x N N > 140
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W ostatnim kroku konstrukcji sktadamy sze$cian z prostopadto$cianéw o wymiarach
30XNXN, 42X N XN, 70x Nx N i105x N xN. Jezeli uzyjemy po jednym prostopadto-
Scianie kazdego rodzaju, otrzymamy prostopadtoscian o wymiarach 247 x N x N, ktory
dla N =247 jest szeScianem. Pozostaje zauwazy¢, ze liczba 247 nie jest podzielna przez
zadng z liczb 2, 3, 5, 7.

Uwagi: Ograniczenia na N podane w kolumnie ”Warunki” maja jedynie charakter
ciekawostkowo-informacyjny, a zrozumienie ich Zroédta nie jest istotne dla przeprowadza-
nego dowodu. Dla kompletnosci rozwigzania wystarczy sprawdzi¢, ze kazdorazowo mozna
przyja¢ N = 247.

Poniewaz kazda liczba naturalna n > 384 jest postaci 30a+ 420+ 70c+105d, gdzie a, b,
¢, d sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, kazdy szescian o catkowitoliczbowej dtugosci
krawedzi n > 384 daje sie podzieli¢ na sze$ciany o krawedziach 2, 3, 51 7.

68. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 12 mozna podzieli¢ na prostokaty, z ktorych
kazdy ma wymiary 1x9 lub 1 x11.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podziat kwadratu o boku 12 na prostokaty, z ktérych kazdy ma wymiary
1x9 lub 1 x 11, nie jest mozliwy.

Sposob I:

Podzielmy kwadrat o boku 12 na kwadra-
ty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie pokolorujmy niektére pola jak na rysun-
ku 444. Woéwcezas kazdy prostokat 1 x 9 lub
1 x 11 ulozony po kratkach pokrywa doktad-
nie jedno zamalowane pole albo pokrywa same
zamalowane pola. Tak czy owak liczba zamalo-
wanych pol pokrywanych przez prostokat jest
nieparzysta. Gdyby wiec istnial podziat kwa-
dratu o boku 12 na prostokaty 1 x9 i 1x 11,
musiatoby by¢ nieparzyscie wiele prostokatéw
podziatu, gdyz zamalowanych jest nieparzyscie
wiele pdl (zamalowane sa 23 pola). Z drugiej
zas strony kazdy prostokat o wymiarach 1x 9
lub 1 x 11 ulozony po kratkach pokrywa
nieparzyscie wiele pél, a skoro liczba wszystkich pél duzego kwadratu jest parzysta (kwa-
drat zawiera 144 pola), liczba prostokatéow podziatu musiataby byé parzysta. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi, ze podzial kwadratu o boku 12 na prostokaty o wymiarach 1 x 9
i 1x 11 nie jest mozliwy.

Sposob 11:

rys. 444
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Podzielmy kwadrat o boku 12 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie pokolorujmy niektére pola jak na rysunku 444. Wowczas kazdy prostokat o wymiarach
1x9 lub 1x11 utozony po kratkach pokrywa 0, 8 lub 10 niezamalowanych pol, czyli parzy-
Scie wiele niezamalowanych pol. Tymczasem liczba wszystkich niezamalowanych poél jest
nieparzysta (niezamalowanych pol jest 121). To dowodzi, ze podzial kwadratu o boku 12
na prostokaty o wymiarach 1 x9 i 1x 11 nie jest mozliwy.

1/-1]11|-1 1 |-1]1
-1 1]-1]1 111 ]-1

rys. 446

Sposob 111:

Podzielmy kwadrat o boku 12 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie wpiszmy w pola liczby jak na rysunku 446. Puste pola traktujemy tak, jak gdyby
wpisana w nie byta liczba 0. Wowczas kazdy prostokat o wymiarach 1 x9 lub 1 x 11
utozony po kratkach pokrywa pola o sumie wpisanych liczb rownej 0. Tymczasem suma
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wszytskich liczb wpisanych w pola duzego kwadratu jest réwna 1, a wiec jest rézna od ze-
ra. To dowodzi, ze podzial kwadratu o boku 12 na prostokaty o wymiarach 1 x91i 1x11
nie jest mozliwy.

80. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 13 mozna podzieli¢ na prostokaty, z ktorych
kazdy ma wymiary 1 x9 lub 1 x11.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze podziat kwadratu o boku 13 na prostokaty, z ktérych kazdy ma wymiary
1x9 lub 1 x11, jest mozliwy.

Sposob I:

Zauwazmy, ze kwadrat o boku 13 mozna podzieli¢ na kwadrat o boku 9 i cztery
prostokaty o wymiarach 2 x 11 jak na rysunku 448. To prowadzi do przedstawionego na
rysunku 460 podziatu kwadratu o boku 13 na prostokaty o wymiarach 1 x91i 1x11.

2
2 2
11
9 2
11
9 9
11
2 9
11
2 2
2
rys. 448 rys. 460
Sposob 11:

Zauwazmy, ze kwadrat o boku 13 mozna podzieli¢ na prostokat o wymiarach 5 x
9, dwa prostokaty 4 x 11 i dwa prostokaty 2 x 9 jak na rysunku 462. To prowadzi do
przedstawionego na rysunku 464 podziatu kwadratu o boku 13 na prostokaty o wymiarach
1x9ilx11.
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2 11
4 4
11
9 9 2
o 5
2 9 9
11
4 4
11 2
rys. 462
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rys. 464

82. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 14 mozna podzieli¢ na prostokaty, z ktorych
kazdy ma wymiary 1 x9 lub 1 x 11.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podziat kwadratu o boku 14 na prostokaty, z ktérych kazdy ma wymiary
1x9 lub 1 x 11, nie jest mozliwy.
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1(-1|{1]-1|1]-1 1-1|1(-1{1
11 ]-1p1 (1)1 S1f1]-1)1 (-1
1(-1|1]-1|1]-1 1]-1|1(-1(1
1)1 -1 1)-1)1 1)1 -1)1 -1
1(-1|{1]-1|1]-1 1-1|1(-1(1
11 ]-1p1 (1)1 S1f1]-1)1 (-1
1(-1|1]-1|1]-1 1-1|1(-1(1
1)1 )-1)1)-1)1 11 -1)1 -1
1(-1|{1]-1|1]-1 1-1|1(-1{1
11 ]-1)p1 (1)1 S1f1]-1)1 (-1
1(-1|1]-1|1]-1 1(-1|1(-1|1
rys. 466 rys. 468

Sposdb I:

Podzielmy kwadrat o boku 14 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie pokolorujmy niektore pola jak na rysunku 466. Wowczas kazdy prostokat 1 x 9 lub
1x11 utozony po kratkach pokrywa doktadnie jedno zamalowane pole albo pokrywa same
zamalowane pola. Tak czy owak liczba zamalowanych pél pokrywanych przez prostokat
jest nieparzysta. Gdyby wiec istniat podziat kwadratu o boku 14 na prostokaty 1 x 9
i 1x 11, musiatoby by¢ nieparzyscie wiele prostokatéw podziatu, gdyz zamalowanych jest
nieparzyscie wiele pol (zamalowanych jest 27 pél). Z drugiej za$ strony kazdy prostokat
1x9 lub 1x11 utozony po kratkach pokrywa nieparzyscie wiele pél, a skoro liczba wszyst-
kich pdl duzego kwadratu jest parzysta (kwadrat zawiera 196 poél), liczba prostokatow
podziatu musiataby by¢ parzysta. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze podzial kwadratu
o boku 14 na prostokaty o wymiarach 1 x9 i 1x 11 nie jest mozliwy.

Sposéb 1I:

Podzielmy kwadrat o boku 14 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie pokolorujmy niektoére pola jak na rysunku 466. Wowczas kazdy prostokat o wymiarach
1x9 Iub 1x11 utozony po kratkach pokrywa 0, 8 lub 10 niezamalowanych pol, czyli parzy-
Scie wiele niezamalowanych pol. Tymczasem liczba wszystkich niezamalowanych poél jest
nieparzysta (niezamalowanych p6l jest 169). To dowodzi, ze podziat kwadratu o boku 14
na prostokaty o wymiarach 1x91i 1x 11 nie jest mozliwy.

Sposob 111:

Podzielmy kwadrat o boku 14 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie wpiszmy w pola liczby jak na rysunku 468. Puste pola traktujemy tak, jak gdyby
wpisana w nie byta liczba 0. Wowczas kazdy prostokat o wymiarach 1 x9 lub 1 x 11
utozony po kratkach pokrywa pola o sumie wpisanych liczb rownej 0. Tymczasem suma
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wszytskich liczb wpisanych w pola duzego kwadratu jest réwna 1, a wiec jest rézna od ze-
ra. To dowodzi, ze podzial kwadratu o boku 14 na prostokaty o wymiarach 1 x91i 1x11
nie jest mozliwy.

Sposob 1V:

Podzielmy kwadrat o boku 14 na kwa-
draty jednostkowe zwane dalej polami,
a nastepnie pokolorujmy niektére pola
jak na rysunku 466. Przypus$émy, ze po-
dziat kwadratu na prostokaty 1x91 1x
11 jest mozliwy. Wéwcezas doktadnie je-
den prostokat podziatu zawiera same
zamalowane pola (jest ich 9 lub 11),
a kazdy z pozostatych prostokatow za-
wiera doktadnie jedno zamalowane po-
le. Poniewaz zamalowanych jest 27 pol,
prostokatow podziatu musi by¢ 17 lub
19.

rys. 480

Pokolorujmy teraz pola jak na rysunku 480. Wéwcezas kazdy prostokat 1 x 11 utozony
po kratkach pokrywa doktadnie jedno zamalowane pole, a kazdy prostokat 1 x 9 utozony
po kratkach pokrywa co najwyzej jedno zamalowane pole. Poniewaz zamalowanych jest
20 pol, podziat kwadratu na prostokaty 1 x9 i 1 x 11 musi sktadac¢ si¢ z co najmniej
20 prostokatow. To stoi w sprzeczosci z uzyskana wczesniej liczba prostokatéw podziatu
jako jedna z liczb 17 i 19. Tym samym wykazaliSmy, ze podzial kwadratu o boku 14
na prostokaty o wymiarach 1 x9 i 1x 11 nie jest mozliwy.

84. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 23 mozna podzieli¢ na prostokaty, z ktorych
kazdy ma wymiary 1 x9 lub 1 x 11.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podziat kwadratu o boku 23 na prostokaty, z ktérych kazdy ma wymiary
1x9 lub 1 x 11, jest mozliwy.
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) 18

18

11

18 18

11

11

18 18

11

18

18 B)

rys. 482

Zauwazmy, ze kwadrat o boku 23 mozna podzieli¢ na kwadrat o boku 13 i cztery
prostokaty o wymiarach 5x 18, a wystepujacy w tym podziale kwadrat o boku 13 mozna
dalej podzieli¢ na kwadrat o boku 9 i cztery prostokaty o wymiarach 2 x 11, co daje
podziat jak na rysunku 482. To prowadzi do przedstawionego na rysunku 484 podziatu
kwadratu o boku 23 na prostokaty o wymiarach 1x91i 1x11.
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rys. 484

Uwaga:

W rozwigzaniu wykorzystaliSmy dwukrotnie nastepujacy schemat konstrukeji:

7 kwadratu o boku a i prostokatéw o wymiarach 1 x b, gdzie b > a, mozna zbudowaé
kwadrat o boku 20— a. Lub inaczej: mozna zbudowa¢ kwadrat o takim boku ¢, ze liczby
a, b, c tworza postep arytmetyczny.

W pierwszym kroku z kwadratu o boku 9 i prostokatow o wymiarach 1x 11 budujemy
kwadrat o boku 13. W drugim kroku z kwadratu o boku 13 i prostokatéw o wymiarach
1 x 18 budujemy kwadrat o boku 23.
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86. Rozstrzygnij, czy szescian o krawedzi 16 mozna podzieli¢ na prostopadtosciany,
z ktoérych kazdy ma wymiary 1 x1x9 lub 1 x1x11.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podziat szescianu o krawedzi 16 na prostopadtosciany, z ktorych kazdy
ma wymiary 1x1x9 lub 1x1x 11, nie jest mozliwy.

Podzielmy sze$cian o krawedzi 16 na szedciany jednostkowe zwane dalej polami, a na-
stepnie pokolorujmy niektére pola jak na rysunku 486. Doktadniej, kazda warstwa oprocz
6smej od gory jest pokolorowana tak jak na rysunku 488, natomiast pola warstwy 6smej
nie sg pokolorowane.

Woéwezas kazdy prostopadtoscian o wymiarach 1 x 1 x 9 utozony w danym sze$cianie
po kratkach pokrywa 9 pdl niezamalowanych albo jedno pole niezamalowane i 8 zama-
lowanych. Z kolei kazdy prostopadtoscian o wymiarach 1 x 1 x 11 utozony po kratkach
pokrywa 11 pdl niezamalowanych albo jedno pole niezamalowane i 10 zamalowanych.
Wynika stad, ze prostopadtosciany dopuszczalnych rozmiarow pokrywaja 0, 8 lub 10 za-
malowanych pol, a wiec parzysta ich liczbe. Tymczasem liczba zamalowanych pol w catym
szedcianie o krawedzi 16 jest réwna 153, a zatem jest nieparzysta.

To dowodzi, ze podzial szeScianu o krawedzi 16 na prostopadtosciany, z ktérych kazdy
ma wymiary 1 x1x9 lub 1x1x 11, nie jest mozliwy.
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rys. 486
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rys. 488

88. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 17 mozna podzieli¢ na prostokaty, z ktorych
kazdy ma wymiary 1 x9 lub 1 x11.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze podziat kwadratu o boku 17 na prostokaty, z ktérych kazdy ma wymiary
1x91lub 1 x 11, nie jest mozliwy.

Sposob I:

Podzielmy kwadrat o boku 17 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a na-
stepnie pokolorujmy niektore pola jak na rysunku 600. Przypusémy, ze podziat kwadratu
na prostokaty 1x9 i 1x 11 jest mozliwy. Wéwezas doktadnie jeden prostokat podziatu
zawiera same zamalowane pola (jest ich 9 lub 11), a kazdy z pozostatych prostokatéw
zawiera doktadnie jedno zamalowane pole. Poniewaz zamalowane sg 33 pola, prostokatow
podziatu musi by¢ 23 lub 25.

- 484 - Jarostaw Wréblewski — Blok Olimpijski 2025/26, Nurt P Lista 2R



P Instytut Matematyczny UWr P www.math.uni.wroc.pl/~jwr/B0O2025 P III LO we Wroctawiu P

rys. 600 rys. 602

Pokolorujmy teraz pola jak na rysunku 602. Wéwcezas kazdy prostokat 1 x 11 utozony
po kratkach pokrywa doktadnie jedno zamalowane pole, a kazdy prostokat 1 x 9 utozony
po kratkach pokrywa co najwyzej jedno zamalowane pole. Poniewaz zamalowanych jest
29 pol, podziat kwadratu na prostokaty 1x9 i 1 x 11 musi sktada¢ si¢ z co najmniej
29 prostokatow. To stoi w sprzeczosci z uzyskana wczesniej liczba prostokatéw podziatu
jako jedna z liczb 23 i 25. Tym samym wykazaliSmy, ze podziatl kwadratu o boku 17
na prostokaty o wymiarach 1 x9 i 1x 11 nie jest mozliwy.

Sposob 11:

Podzielmy kwadrat o boku 17 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a na-
stepnie pokolorujmy niektore pola jak na rysunku 600. Przypu$émy, ze podziat kwadratu
na prostokaty 1 x9 1 1x 11 jest mozliwy. Woéwczas doktadnie jeden prostokat podziatu
zawiera same zamalowane pola (jest ich 9 lub 11), a kazdy z pozostatych prostokatow
zawiera doktadnie jedno zamalowane pole. Poniewaz zamalowane sg 33 pola, prostokatow
podziatu musi by¢ 23 lub 25.

Zatem prostokaty podziatu pokrywaja co najwyzej 25-11 =275 pdl, podczas gdy kwa-
drat o boku 17 sktada sie z 289 pol. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze podzial kwadratu
o boku 17 na prostokaty o wymiarach 1 x9 i 1x 11 nie jest mozliwy.

Sposob I11:

Podzielmy kwadrat o boku 17 na kwadraty jednostkowe zwane dalej polami, a nastep-
nie wpiszmy w pola liczby jak na rysunku 604. Wéwcezas kazdy prostokat 1 x 9 utozony
po kratkach pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0 lub —2, a kazdy prostokat
1 x 11 utozony po kratkach pokrywa pola o sumie wpisanych liczb réwnej 0 lub —20.
Przy tym suma wszystkich liczb wpisanych w pola kwadratu jest rowna 16. Nie mozna
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wiec podzieli¢ kwadratu o dodatniej sumie liczb na prostokaty zawierajace pola o sumie
niedodatniej.

rfy1j1})1y1}j1|1yy1j)-101 1)1 (1|1 1}]1]1

1yj1|1|1}1}{1j1f{1y-1001 (11|11 ]1]|1]1
111|111 j1f{1ryj-1001 (11|11 j1j1]1
1yj1|1|1}1}{1|j1f{1y-1001 (11|11 ]1)1]1
1yj1|1}|1}j1}{1|j1f{1ryj-1001 (11|11 )1j1]1
1fy1j1})1yy1j1|1yy1j)-1001}1 )1 (1|1 1}1]1

-10{-10(-10{-10|-10|-10(-10|-10| 80 |-10{-10{-10|-10{-10|-10{-10|-10

111|111 j1f{1y-1001 (11|11 ]1)1]1
111|111 j1f{1ryj-1001f1f1j1rj1j1j1]1
111|111 j1f{1y-1002 (111 )1]1]1]1
1yj1|1}|1}j1}{1|1f{1y-1001 (11|11 j1|1]1

rys. 604

200. Rozstrzygnij, czy szescian o krawedzi 17 mozna podzieli¢ na prostopadlosciany,
z ktorych kazdy ma wymiary 1 x1x9 lub 1x1x11.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podzial szescianu o krawedzi 17 na prostopadtosciany, z ktorych kazdy
ma wymiary 1 x1x9 lub 1x1x11, jest mozliwy.

W celu skonstruowania odpowiedniego podziatu przestrzennego, najpierw rozwigzemy
dwa zadania plaskie.

Po pierwsze zauwazmy, ze prostokat o wymiarach 13 x 17 mozna podzieli¢ na prostokat
o wymiarach 5x 9, dwa prostokaty o wymiarach 6 x 11 oraz dwa prostokaty o wymiarach
2x 11 jak na rysunku 606. To prowadzi do przedstawionego na rysunku 608 podziatu
prostokata o wymiarach 13 x 17 na prostokaty o wymiarach 1x9 i 1x 11. Nalezy przy
tym podkredli¢, ze mozliwos¢ podziatu prostokata 13 x 17 na prostokaty 1x9 i 1 x 11
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jest réwnowazna mozliwosci podziatu prostopadtoscianu 1 x 13 x 17 na prostopadtosciany
Ix1Ix91il1x1x11.

Ponadto zauwazmy, ze kwadrat o boku 17 mozna podzieli¢ na kwadrat o boku 9 i cztery
prostokaty o wymiarach 4 x 13 jak na rysunku 620. W ten sposéb dochodzimy do przed-
stawionego na rysunku 622 podziatu kwadratu o boku 17 na prostokaty o wymiarach 1x9
i 1x13. To oznacza, ze patrzac od géry na szescian o krawedzi 17 i stosujac podziat kwa-
dratu o boku 17 na prostokaty 1x91i 1x 13 otrzymujemy podzial szeScianu o krawedzi 17
na prostopadtosciany 1x9x1711x13x17. Z kolei prostopadtoscian o wymiarach 1x9x17
daje sie w oczywisty sposéb podzieli¢ na prostopadto$ciany 1 x 1 x 9, a prostopadtoscian
1 x 13 x 17 umiemy juz podzieli¢ na prostopadtosciany 1 x1x911x1x11.

To konczy konstrukcje podziatu szedcianu o krawedzi 17 na prostopadtosciany, z kto-
rych kazdy ma wymiary 1 x1x9 lub 1x1x11.

2 11
6 6
11 11
9 2
5 5
2 9
11 11
6 6
11 2
rys. 606 rys. 608
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4 13
4 4
13
9 4
13 13
9 9
13 13
4 9
13
4 4
13 4
rys. 620 rys. 622
Uwaga:

Powyzsze zadanie jest szczegélnie interesujace w kontekscie poprzedniego zadania.
Okazuje si¢ bowiem, ze kwadratu o boku 17 nie mozna podzieli¢ na prostokaty 1 x 9
i 1x 11, ale podziat szescianu o krawedzi 17 na prostopadtodciany 1 x1x91i 1x1x11
jest mozliwy.
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