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Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 6 (waga 3), Rozwigzania

Zadanie 561. Funkcja f:R — R jest siedmiokrotnie rézniczkowalna na catej prostej
rzeczywistej, a ponadto

f(O)=f(0)=f7(0) = f"(0) = f(1) = f'(1) = f"(1) = f"(1)=0.
Czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢, ze f(V(c) =0 ?
Rozwigzanie:
Korzystajac wielokrotnie z twierdzenia Rolle’a udowodnimy, ze z zalozen o funkcji f
wynika istnienie takiej liczby c.

1° Z warunku

f0)=r(1)
wynika istnienie takiej liczby ¢ € (0, 1), ze
7(t)=0.

2° 7Z warunku
f0)=f)=r1)
oraz nieréwnosci 0 <t < 1 wynika istnienie takich liczb z; € (0, t) oraz x5 € (t, 1), ze

" (x1) = f"(22)=0.

3° 7 warunku
f10) = f"(21) = f" (z2) = (1)
oraz nieréwnosci 0 <z <xe <1 wynika istnienie takich liczb y; € (0, x1), y2 € (21, 2)

oraz ys € (xq, 1), ze

fl// (yl) — fl// (yQ) — f‘/// (yg) — 0 )

4° 7 warunku
F7(0) = £ (1) = £ (92) = £ (3s) = £ (1)
oraz nieréwnosci 0 < y; < yo < y3 < 1 wynika istnienie takich liczb z; € (0, 1), 22 € (y1, o),
23 € (Yo, y3) oraz z4 € (y3, 1), ze

FO(z1) = fD (20) = [P (23) = P (24) =0.

5° 7 warunku
f(4) (21) :f(4) (22) :f(4) (23) :f(4)(z4)
oraz nieréwnosci z; < 2z < z3 < z4 wynika istnienie takich liczb ay € (21, 22), as € (29, 23)

oraz ag € (z3, 24), 7€

P (a2) = £ (a2) = 1 (a5) =0.

6° Z warunku
f(5) (a1) = f(5) (ag) = f(5) (a3)
oraz nieréwnosci a; < as < ag wynika istnienie takich liczb by € (a4, ag) oraz by € (ag, as),

ze

FO 1) =1 (b2)=0.
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7° 7 warunku
FObr) = FO (bo)
oraz nieréwnosci by < by wynika istnienie takiej liczby ¢ € (by, by), ze

f7(e)=0,

co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 562. Funkcja f:R—R jest o$miokrotnie rézniczkowalna na caltej prostej
rzeczywistej, a ponadto

F(0)=f'(0)= f"(0) = f"(0) = f(1) = f'(1) = f"(1) = f"(1) =0.
Czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢, ze f®(c)=0?
Rozwigzanie:
Nie wynika. Rozwazmy bowiem funkcje f zdefiniowang wzorem

fx)=a*(z—1)*.
Wowczas pierwsze trzy pochodne funkcji f mozna zapisa¢ w postaci
flw)=a"(x=1)° fi(2),
f@) =2 (x=1)* fo(),
@)=z (z=1) fs(z),
gdzie fi, fo, f3 sa funkcjami wielomianowymi. Stad otrzymujemy
F(O)=f(0)=f"(0)=f"(0) = f(1) = f'(1) = f"(1) = f"(1)=0.

Poniewaz funkcja f jest wielomianem 6smego stopnia o wspétczynniku 1 przy 28, jej
pochodna 6smego rzedu jest funkcjg staly, a doktadniej

F®(z)=8!=40320.

Zatem 6sma pochodna funkcji f nie ma miejsc zerowych.

Zadanie 563. Dowies¢, ze rOwnanie
2
(m™-n")* =kF
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich &, m, n.
Rozwigzanie:
Przyjmijmy, ze k=2n. Wéwcezas dane réwnanie sprowadza sie do
m2m . n2n — 22n . n2n

czyli
m™=2".
Jezeli m jest potega dwojki, powiedzmy m =29, to
mm = 2¢%

skad wynika, ze mozna przyjaé¢ n=q-2? oraz k= q- 29+

Y

Odpowiedz: Przyktadem nieskoniczonej rodziny rozwigzan danego réwnania jest
m=21,n=q-29, k=q-297!, gdzie ¢ przebiega liczby catkowite dodatnie.
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Zadanie 564. Interesujg nas rozwigzania réwnania
(m™-n")? = k*
w takich liczbach calkowitych dodatnich k, m,n, ze liczba k nie jest podzielna ani
przez m, ani przez n.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwigzan jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie:

Wykazemy, ze dane rownanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan spetniajacych warunki
zadania.

Przyjmujac x =m/k oraz y=n/k otrzymujemy odpowiednio m =kx oraz n=ky.
Woéwezas dane rownanie przyjmuje kolejno postac

(k) - (ky))” = k¥
k2km+2ky . kax X kay — kk ’

k,2:c+2y X x2:r; . y2y =k ’
x2x . y2y — k172172y )

Podstawienie
2t—2

p=2"—-1, = oraz Yy=—,

~ itz

gdzie t jest liczba naturalng wieksza od 1, prowadzi do

+1 _ 2t71/
2%y = <p>p/2t . <2tQ> ’ = pP/2T =2 p o(t=2) 2 o= (14 2)p/27

9142 D .
Upraszczajac wyktadniki otrzymujemy

P 2t71 _ p2 _ 2t+1 . 2t71 22t _ 2t+1 +1— 22t B 2t+1 -1

2+ p p-2tvl p- 2+l T peottl
oraz
(t—2)-271 (t+2)-p (t—2)-271- 2" —(t4-2)-p?
D =S p-2tt+1 -
(=22 (142)- (2% -2 4 1)
o p- 2L+l -
.92 921 .92 Ly ottl o2+l L o429 _ 9242y ottl _y ott2_9
- p-2tH1 - p-2tH1 :
Ponadto
D 9t—1 p- ot+1 _p2 _ot+1 9t—1
1_2$_2y:1_2t+1_ D - p- 2Lt -
B 22t+1 _ 2t+1 _ 2215 +2t+1 1= 22t B 1
- p- 20+ Topeottls
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Zatem dane réwnanie przyjmuje postac

p_(2t+1_1)/<p,2t+1) .2_(22t+2_t.2t+1+t_2t+2+2)/(p,2t+1) _ k_l/(p,QtJrl)

skad, po obustronnym podniesieniu do potegi —p- 2!t otrzymujemy
k' —p2t+171 . 222t+27t'2t+1+t72t+2+2

W konsekwencji
. P _ottl_g 92t4+2_p.ot+l g ot+24 9 P ot 92642y ot+1_ogt+2
m=k- iz = ) iz = )
oraz
2t72 2t+171 22t+27t-2t+1+t72t+2+2 2t72 2t+172 22t+27t'2t+1+2t72t+2
n=k-—=p -2 ——=p -2 .
p p
Zauwazmy, ze dwojka wystepuje z najmniejszym wyktadnikiem w liczbie m i dla t > 2

wyktadnik ten jest dodatni, gdyz

QH2_p. ot it —ottl. (91t 9) |

a dodatnios¢ drugiego czynnika ostatniego iloczynu wynika z nierownosci

t+1 t+1
t+1
2t+1:(1+1)t+1=2< M >>let+2.
]

=0 =0

Otrzymalidémy wiec rodzine rozwigzan danych wzorami

t41 2642 _ 4. ot+1_ot4+2 t+1_ 2642 _ 1. ot+1 _ot+2
m:p2 .22 t-2 2 7 n:p2 2'22 t-20T 422 7

t+1_ 2042 _ 4 ot+1 4 ot+2
k’ :p2 1, 22 t-2 +t—2 +2

Y

gdzie p=2'—1, a t przebiega liczby naturalne wicksze od 1.
Jezeli t jest liczba naturalng wieksza od 2, to ilorazy

ko1 ot otH2 E1 op 21
=— = oraz —=—-—=——=——
m p ot _1 no oy 242 o2

nie sg liczbami catkowitymi, a zatem liczba k nie jest podzielna ani przez m, ani przez n.

Uwagi:

Rozwiazanie zadania 564 rozwiazuje zadanie 563, jednak znalezienie rozwigzan da-
nego rownania spetniajacych dodatkowy warunek narzucony w zadaniu 564 jest o wiele
trudniejsze niz znalezienie rodziny rozwiazan podanej w rozwiazaniu zadania 563.

I[stnieja rozwigzania danego réwnania nienalezace do zadnej z rodzin zaprezentowa-
nych w rozwiagzaniach zadan 563 i 564. Przyktady takich rozwigzan mozemy otrzymac
stosujac podstawienie podane w zadaniu 564 do nastepujacych wartosci (z, y) :

(1/3,1/3), (1/3,1/4), (1/3,1/5), (1/3,3/17), (2/7,1/4).
Jednak nietrudno zauwazy¢, ze w kazdym z powyzszych przyktadéw co najmniej jedna
z liczb 1/x=k/m, 1/y=Fk/n jest calkowita, a wiec uzyskane w ten sposoéb rozwiazania
nie spetniaja warunkéw zadania 564.

Najmniejsze z uzyskanych przez nas rozwigzan speliajacych warunki zadania 564
dostajemy dla t =3. W rozwiazaniu tym liczba k& ma 68 cyfr, a liczby m i n po 67 cyfr.
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W ponizszej tabeli podajemy wybrane przyktady rozwiazan danego rownania.

m n k r=m/k|y=n/k | Uwagi

2 1.2 1.22 = 4 1/2 1/2 | ¢=1

22 2.9 2.23 = 16 1/4 1/2 | q=2

93 3.923 3.20 = 48 1/6 1/2 | q=3
33 33 3t = 81 1/3 1/3

o1 4.1 495 = 128 1/8 1/2 | g=4

25 5.2° 520 320 1/10 1/2 q=>5

26 626 6-27 = 768 1/12 1/2 | q=6

97 7.97 728 = 1792 1/14 1/2 | q=T7

28 898 829 = 4096 116 | 1/2 | ¢=8
26.33 24.34 26.31 = 5184 1/3 1/4

29 9.9 9.210 = 9216 118 | 1/2 —9

210 10-2%0 10-2 = 20480 1/20 1/2 q=10

ol | q1.911|  11.212 — 45056 1/22 | 12 |¢=11

212 12212 12-21% = 98304 1/24 1/2 =12

213 13.213 13-214 = 212992 1/26 1/2 13

214 14.214 14-2% = 458752 1/28 1/2 q=14

215 | 15.215|  15.216 = 983040 1/30 | 1/2 15

216 16-216 16-217 = 2097152 1/32 1/2 =16

217 17-217 17-218 4456448 1/34 1/2 q=17

218 18218 18-219 = 9437184 1/36 1/2 18

219 19-219 19.2%0 19922944 1/38 1/2 =19

220 20-220 20221 41943040 1/40 1/2 q=20
97. 77 91.78 26.75 = 368947264 2/7 1/4
3956 310.55 310. 56 922640625 1/3 1/5

232.38 | 936.36 | 936.3T — 150... (15 cyf) 3/16 | 1/3 | t=2
3151718 | 3171717 | 3161718 — §05... (30 cyfr) 1/3 | 3/17

QL6716 | 9182714 | 9W8L.715 145 (68 cyfr) 7/32 | 2/7 | t=3

9832, 1532 | 98401530 | 9838 9531 — 507 (289 cyfr) | 15/64 | 4/15 | t=4

03048 . 3164 | 93658 . 3162 | 936553163 — 166... (1195 cyfr) | 31/128 | 8/31 | t=5

Zaprezentowana w rozwigzaniu zadania 564 metoda, po podstawieniu

2t71
p=2'—1 z=—— oraz y=-—
Y 2t+1 p Y
moze postuzyé¢ do znalezienia nieskonczonej rodziny rozwigzan réwnania
m™-n"=k".
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Zadanie 565. Dla liczby pierwszej p, na potrzeby tego zadania, dobrg resztg nazwie-

my kazda taka liczbe catkowita nieujemng r < p, ze
(r+1)P=rP+1 (mod p2> .

Dowies¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p, liczba dobrych reszt nie jest podzielna
przez 3.

Rozwigzanie:

Zanim przystapimy do rozwigzania zadania, przyjrzyjmy sie pewnym tozsamosciom.
Niech f:R\{0} =R i g:R— R beda funkcjami okreslonymi wzorami

f)=1 i gla)=—a-1.

Kazda z tych funkcji jest odwrotna do samej siebie, tzn. f(f(z)) =z oraz g(g(x)) =« dla
kazdej liczby rzeczywistej = lezacej w dziedzinie odpowiedniej funkcji.

Interesujg nas zbiory liczb rzeczywistych zamkniete na dziatanie funkcji fi g — w tym
celu przesledzimy trajektorie liczby rzeczywistej x poddanej dziataniu obu tych funkcji.
Poniewaz dwukrotne ztozenie tej samej funkcji jest identycznoscia, wystarczy zbadac,
co dzieje sie z liczba x po wielokrotnym dziataniu tymi funkcjami na przemian.

Otrzymujemy kolejno

flgla) ==
s o) ==(~117) 1= 1= =
sr)=—t-1=-21,
Folfan)=-—+.

Otrzymalismy wiec rownosé

Flg(f (@) =g(f(g(x)))

prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x, dla ktérej w powyzszych rachunkach nie
wystapito dzielenie przez zero, czyli dla z ¢ {—1, 0}.

Schematycznie mozemy to zapisaé¢ jako
oz ;oo o+l 4 1 R B 1 9, T

rz+1 x T r+1 r+1

Oznacza to, ze rozpoczynajac od prawie dowolnej liczby rzeczywistej iterowanie na
przemian funkcji f i g, po szesciu iteracjach wrocimy do punktu wyjscia. Zatem zbioér
liczb rzeczywistych, z drobnymi wyjatkami, mozna podzieli¢ na szescioelementowe pod-
zbiory niezmiennicze na dziatanie funkcji f i g, w ktorych to podzbiorach z kazdej liczby
mozna otrzymac kazda inng przez dzialanie funkcjami f i g.

Poniewaz przedzial (1, 400) jest przeksztalcany przez funkcje f na przedziat (0, 1), ten
z kolei przez funkcje g na przedziat (—2, —1) i dalej kolejno przez funkcje f na (—1, —1/2),
przez g na (—1/2,0), przez f na (—oo, —2) i wreszcie przez g z powrotem na (1, +00),
kazda wyzej opisana szostka liczb zawiera po jednym elemencie z kazdego z szesciu wy-
mienionych przedziatow.
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Wyjatki stanowi 5 liczb bedacych koncami przedziatéw. Z liczb tych mozna stworzy¢
dwa zbiory.

Zbior {—1, 0} zawiera dwie liczby przeksztalcane na siebie nawzajem przez funkcje g,
liczba 0 jest poza dziedzina funkcji f, a ponadto f(—1)=—1. Mozemy to schematycznie
zapisa¢ jako

f g f

poza dziedzing «— A1 L1

0 poza dziedzing.
Natomiast zbiér {—2,—1/2,1}, w ktérym f(1)=1 oraz g(—1/2) =—1/2, mozemy

przedstawi¢ jako trajektorie dtugosci 6, w ktorej wystepuja powtorzenia, a mianowicie:

! IR S N I P AN

1 — = 1.

2 2
Zatem zbior liczb rzeczywistych podzielony zostal na sze$cioelementowe podzbiory oraz

pare i trojke liczb.

Dokonamy podobnego podziatu zbioru reszt modulo p, gdzie p jest dowolng liczba
pierwsza wicksza od 3. W zbiorze Z, ={0, 1, 2, ..., p— 1} bedziemy wykonywa¢ dziatania
modulo p. Zauwazmy, ze oprocz dodawania, odejmowania i mnozenia, dopuszczalne jest
takze dzielenie przez reszte r6zng od zera, gdyz kazda niezerowa reszta jest odwracalna.

Zdefiniujmy funkcje f,:Z,\ {0} — Z,\ {0} oraz g, : Z, — Z, warunkami

fo(r)y=r"t oraz g,(r)=-r—1 (mod p),
gdzie r~! oznacza reszte odwrotng do r modulo p, czyli jedyna liczbe r~! ze zbioru
Z,\ {0} spelniajaca kongruencje

1

r-r~'=1 (mod p).
Wowcezas kazda z tych funkeji jest odwrotna do samej siebie, a ponadto dla dowolnego
re€Z,\{0, p—1} mamy

Folgp(r)) = (—r > <+1> (mod p),
9o(Folgp(r)) == (= (r+1) 1) T I= ()T = () (r 1) =
—(r +1) . (mod P),
gp(fp(r))z—r_l—lz_r 'yt =—r71.(r+1) (mod p),

Folgp o) = (=7 (r 1)) =—r-(r+1)7" (mod p).

Powyzsze wyniki mozemy przedstawié¢ na nastepujacym schemacie, gdzie wszystkie ope-
racje nalezy rozpatrywa¢ modulo p:

| L - o P Ay P 2 S 2 :

Powyzej przyjeto oznaczenie R=—r-(r+1)"!

Zbior Z, mozemy wiec podzieli¢ nastepujaco:
1° Cykle zlozone z szesciu réznych elementow.

2° Elementy, dla ktérych iterowanie funkcji f, i g, powoduje problem z dziedzing
funkeji f,. Sa to dwa elementy 0 i p—1, dla ktérych trajektoria iteracji wyglada naste-

pujaco:

poza dziedzing &, 0 <& p—1 &, p—1 LN &, poza dziedzing .
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3° Cykle dtugosci 6, w ktorych wystepuje element powtérzony na kolejnych miejscach
(czyli punkt staty funkeji f, lub g,). Funkcja f, ma dwa punkty state: 1 oraz p—1, przy
czym ten drugi zostal juz uwzgledniony w przypadku 2°. Funkcja g, ma jeden punkt
staty, a mianowicie (p—1)/2. To prowadzi do trojki elementéw 1, (p—1)/2 1 p—2, ktére
uktadaja si¢ nastepujaco:

fp 1 9p p_2 fp p;1 9p p;1 fp p_2 9p 1.

Cykle dtugosci 6, w ktorych wystepuje element powtorzony na miejscach odlegtych o 3
zostaly juz uwzglednione, gdyz taki powtérzony element  musiatby spelia¢ kongruencje

=—(r+1)""r (mod p),

1

czyli
r-(r+1)=—r (mod p),

r?+r=—r (mod p),
r?+2r=0 (mod p),
r-(r+2)=0 (mod p),
skad r=0 lub r=p—2, a te przypadki juz rozpatrzylismy.

4° Cykle dtugosci 6, w ktérych wystepuje element powtdrzony na miejscach odle-
gtych o 2, czyli cykle zlozone z dwdch réznych elementéw r, 71,

g 1 f g -1 ] g -1 ]
r <2y b2y Bl 2 P el Py

Aby taka konfiguracja miata miejsce, reszta r musi spetnia¢ kongruencje
-1 _

r—=-r—1 (mod p),
czyli
1=—r>—7 (mod p),

r?+r+1=0 (mod p),
<r2+7“+1)-(7“—1)50(m0dp), r#1,
r*—1=0 (mod p), r#1,
r*=1 (mod p), r#1.

To oznacza, ze r jest réznym od 1 pierwiastkiem szesciennym z jednosci modulo p.

Zatem w przypadku, gdy p=5 (mod 6), taki cykl nie istnieje, natomiast w przy-
padku p=1 (mod 6) taki cykl jest dokladnie jeden i sktada sie z dwdch pierwotnych
pierwiastkow szesciennych z jednosci modulo p.

Podsumujmy: Jezeli p=6k+5 lub p=6k+7, to zbiér Z, rozklada si¢ na nastepujace
trajektorie wzgledem dziatania funkcji f, i gp:

1° k cykli szeScioelementowych,

2° dwa elementy 0 i p—1,

3° cykl zawierajacy trojke elementow: 1, (p—1)/21p—2,

4° dwuelementowy cykl ztozony z pierwiastkoéw szeSciennych z jednosci — tylko w przy-
padku p=6k+7.
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Przechodzimy do rozwigzania zadania.

Latwo sprawdzi¢, ze dla p =2 dobrg reszta jest 0, a dla p=3 dobrymi resztami sg 01 2.
Zatem teza zadania jest w tych przypadkach prawdziwa.

W dalszym ciggu zatézmy, ze p jest liczbg pierwsza wieksza od 3 i udowodnijmy dwa
lematy.

Lemat 1: Jezeli a, b sa takimi liczbami catkowitymi, ze
a=b (mod p),
to
a’ =bv* (mod p2) :
Dowaéd lematu:
Niech a =b+kp. Wtedy

P 1
i=0 =0
:@-b”.kO-p%(Zl))'bp_l'kl'#:b”p-bp‘l-k-psz (mod 7).

Whiosek: Jezeli rozszerzymy pojecie dobrej reszty na wszystkie liczby catkowite,
to liczba przystajaca do dobrej reszty modulo p jest dobra reszta — czyli bycie dobrg
reszty zalezy tylko od reszty z dzielenia przez p, pomimo ze w definicji dobrej reszty
wystepuje kongruencja modulo p?.

Lemat 2: Funkcje f, i g, przeksztalcaja dobre reszty na dobre reszty.
Dowaéd lematu:
Niech r € Z, bedzie dobrg reszta.
Wtedy kongruencja
(r+1)P=rP+1 (mod p2)
jest kolejno rownowazna kongruencjom
—(r+1)P=—"-1 (mod p2) ,
(—r—1)P=(-r)P-1 (mod p2> ,
(—r—=1)P4+1=(—r—1+1) (mod p2) .

Stad wynika, ze liczba —r —1 jest dobrg reszta, a tym samym dobra reszta jest liczba

gp(r)=—r—1 (mod p).
W przypadku, gdy r # 0, oznaczmy przez r—
czas przemnozenie stronami kongruencji

(r+1)P=rP+1 (mod pQ)

! yeszte odwrotna do r modulo p?. Wow-

przez (r~1)? prowadzi do

(7’-7“_1+r_1)p = (7’-7“_1>p+ (T‘l)p (mod p2> ,
(1 —|—7“_1>p =1+ (r‘l)p (mod p2> .

Stad wynika, ze f,(r)=r"' (mod p) jest dobra reszta.

czyli
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Z lematu 2 wynika, ze kazdy ze zbioréw, na ktére roztozylisSmy Z,, albo zawiera same
dobre reszty, albo nie zawiera zadnej. Przesledzmy doktadnie te zbiory.

1° Cykle szescioelementowe.
Niektére moga sktadaé¢ sie z dobrych reszt, a niektére nie. Trudno to kontrolowaé
(bo bardzo czesto takich cykli ztozonych z dobrych reszt nie ma wecale, ale np. dla
p=36847 sa az cztery), ale liczba cykli szescioelementowych ztozonych z dobrych reszt
nie wptywa na teze zadania. W tym przypadku otrzymujemy

liczbe dobrych reszt podzielna przez 6.

2° Elementy 0 oraz p—1=—1 (mod p).
Sa dobrymi resztami, bo (—1)? = —1, 0P =0 oraz 1” = 1. W tym przypadku otrzymujemy
2 dobre reszty.

3° Tréjka elementow: 1, (p—1)/21p—2.
Nie wptywa na teze zadania. W tym przypadku otrzymujemy
3 dobre reszty albo zadnej.
Uwaga: Ta trojka sktada sie z dobrych reszt wtedy i tylko wtedy, gdy p jest liczba
pierwszg Wiefericha — obecnie znane sg dwie takie liczby: 1093 i 3511.

4° Dwuelementowy cykl ztozony z pierwiastkow szesciennych z jednosci — tylko w przy-
padku p=1 (mod 6).

Okazuje sie nie mie¢ wpltywu na teze zadania. W tym przypadku otrzymujemy
2 dobre reszty albo zadnej.

Uwaga: Mozna udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej p=1 (mod 6) te dwie reszty
sg dobrymi resztami, jednak nie jest to potrzebne dla rozwigzania zadania. Dow6d opiera
sie na spostrzezeniu, ze jezeli ¢ i r sa réznymi pierwotnymi pierwiastkami szeSciennymi
z jednosci modulo p, to ¢P i rP sa réznymi pierwotnymi pierwiastkami sze$ciennymi
z jednosci modulo p?, a zatem spehiaja kongruencje ¢ +1r?+1=0 (mod p?).

Teza zadania wynika z podsumowania liczb dobrych reszt wystepujacych w powyz-
szych czterech przypadkach.
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