Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

2. Liczby pierwsze i zlozone, jednoznaczno$é rozkladu na
czynniki pierwsze, najwiekszy wspolny dzielnik, najmniejsza
wspoOlna wielokrotnosc.

11 pazdziernika 2008 r.

19. Wskazaé takie liczby naturalne m, n, ze

m3nA —911.39 513

Rozwigzanie:
Niech
m=2%-3".5°

n=2%.3%5"

gdzie a,b,c,d,e, f sa liczbami catkowitymi nieujemnymi. Wowczas dana w zadaniu row-

nos¢ przyjmuje postac
23a+4d . 33b+4e . 53c+4f — 211 . 39 . 513

co jest spetnione, o ile
Ja+4d=11
3b+4e=9
3c+4f=13.
Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzsze rownosci sg prawdziwe dla
a=1, d=2
b=3, e=0
c=3, f=1,

co daje
m=2".3%.5%=6750

n=2%.3%.5"=20.

20. Ktoéra liczba jest wicksza, 28181 czy 619 ?

Rozwigzanie:
7 réwnosci
28 . 1810 — 218 . 320 — 3 . 218 . 319

oraz
619 — 219 X 319 —9. 218 X 319
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otrzymujemy
28 . 1810 > 619

21. Obliczy¢ NWD(24!, 248).

Rozwigzanie:
Rozkladamy na czynniki pierwsze liczbe 24%:

24% =2%.3%
Jesli chodzi o rozktad liczby 24!, to interesujg nas tylko wyktadniki, z jakimi do tego

rozktadu wchodza czynniki pierwsze 2 i 3.

W iloczynie 1-2-3-...-24 wystepuje 12 liczb parzystych, 6 liczb podzielnych przez 4,
3 liczby podzielne przez 8 i jedna liczba podzielna przez 16. Zatem czynnik 2 pojawia si¢
12+6+341=22 razy. Nalezy przy tym zwrdci¢ uwage, ze liczby podzielne przez 4 sa
w tej sumie uwzglednione dwukrotnie: raz wérod 12 liczb parzystych i raz wsrod 6 liczb
podzielnych przez 4.

Podobnie, czynnik 3 wchodzi do rozktadu liczby 24! z wyktadnikiem 842 = 10.

Zatem

24! =222.3%0. (czynniki, ktére nas nie interesujg).

Stad
NWD(24', 248) — 2min(22,24) . 3min(10,8) — 222 . 38 )

22. Obliczy¢ NWW(1212, 1818),

Rozwigzanie:
Rozktadamy obie liczby na czynniki pierwsze:

1212 — 224 X 312
1818 — 218 X 336

co daje
NWW(1212, 1818) — 2max(24,18) . 3max(l2,36) — 224 . 336 ]

23. Niech a=2%.37.59 p=26.31.55 ¢=210.33.72,
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW (a,b,c).

Odpowiedz:
NWD(CL,Z),C) — 2min(4,6,10) . 3min(7,11,3) . 5min(9,5,0) . 7min(0,0,2) — 24 . 33 . 50 . 70 — 24 . 33
NWW(CL,b,C) — 2max(4,6,10) . 3max(7,11,3) . 5max(9,5,0) . 7max(0,0,2) — 210 . 311 . 59 . 72
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24. Niech a=2%.37.6% b=26.31.45 ¢=210.33.10%
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW (a,b,c).
Rozwigzanie:

Aby méc postapié¢ jak w poprzednim zadaniu, musimy najpierw zapisaé¢ rozktady liczb

a,b,c na czynniki pierwsze:

(1/:213'316
p—29l6.311
c=2'%.3%.52

Dopiero teraz mozemy poda¢ NWD i NWW liczb a,b,c:
NWD(CL,b,C) — 2min(13,16,12) . 3min(16,11,3) . 5min(0,0,2) — 212 . 33 . 50 — 210 X 33
NWW(a,b,c) = omax(13,16,12)  gmax(16,11,3) smax(0,0,2) _ 916 316 2

25. Wyznaczy¢ wszytskie liczby naturalne n > 1, dla ktorych liczba n? —1 jest pierw-
sza.

Rozwigzanie:
Wobec réwnosci

n*—1=(n-1)-(n+1)

oraz nierownoéci n+1> 1, podana liczba jest pierwsza tylko wtedy, gdy n—1=1 oraz
liczba n+1 jest pierwsza.
Odpowied?: n =2 jest jedyna liczba spelniajaca warunki zadania i wéwezas n? —1 = 3.

26. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 3p+1 jest pierwsza.

Rozwigzanie:
Dla p =2 otrzymujemy liczbe pierwsza 3p+1=7.

Jezeli p jest liczba pierwsza rozng od 2, to liczba 3p+1 jest parzysta i wigksza od 2,
a wiec jest zlozona.

Odpounedz: p=2 jest jedyna liczbg spetniajaca warunki zadania.
27. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktoérych liczba p? +2 jest pierwsza.

Rozwigzanie:
Dla p =3 otrzymujemy liczbe pierwsza p?+2=11.

Jezeli p jest liczba pierwszg rézng od 3, to liczba p jest niepodzielna przez 3, skad
liczba p? przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. W konsekwencji liczba p?+2 jest podzielna
przez 3, a poniewaz jest wicksza od 3, nie moze by¢ pierwsza.

Odpowiedz: p=3 jest jedyna liczbg spetniajaca warunki zadania.
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28. Czy istniejg liczby naturalne m, n spetniajace rownanie

6" =12"7

Rozwigzanie:
Poréwnujac rozktady na czynniki pierwsze obu liczb otrzymujemy

2m‘3m:22n_3n’
co wobec jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze pociaga row-
nos¢ odpowiednich wyktadnikéw w obu rozktadach

m = 2n
m = n.

Powyzszy uktad réwnan ma tylko jedno rozwiazanie w liczbach rzeczywistych: m =n =0,
nie ma wiec rozwigzan w liczbach naturalnych.

Odpounedz: Nie istnieja liczby naturalne m,n spetniajace podane rownanie.

29. Czy istniejg liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie
6™ 12" =18"?
Rozwigzanie:

Poréwnujac rozktady na czynniki pierwsze obu liczb otrzymujemy
2m+2n . 3m+n — 2k‘ . 32k

co wobec jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze pociaga row-
nos¢ odpowiednich wyktadnikéw w obu rozktadach

m+2n = k
m+n = 2k.
Odejmujac stronami powyzsze réwnania otrzymujemy
n=—k,

co nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Odpounedz: Nie istnieja liczby naturalne m,n,k spetniajace podane réwnanie.

30. Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie

18™.24™ = 12F 7

Rozwigzanie:
Poréwnujac rozktady na czynniki pierwsze obu liczb otrzymujemy

m+3n q2m+n __ o2k qk
gm-tdn g2min _ o2k gk

co wobec jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze pociaga réw-
nos¢ odpowiednich wyktadnikéw w obu rozktadach

m+3n = 2k
2m+n = k.
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Odejmujac stronami od potrojonego réwnania drugiego réwnanie pierwsze otrzymujemy
om=k,
co po wstawieniu do drugiego rownania daje
2m+n=>5m,

skad
n=3m.

Przyjmujac m =1 otrzymujemy n =3 oraz k =5. Jak tatwo sprwadzi¢, liczby te spel-
niaja warunki zadania.

Odpowiedz:
Liczby naturalne m,n,k speliajace podane réwnanie istnieja, np. (m,n,k) = (1,3,5).

31. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wlasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej jedna z

liczb m, n jest podzielna przez d.

Rozwigzanie:

Dla m=1, n=7 iloczyn mn =7 jest podzielny przez 7, a jedynymi dzielnikami co naj-
mniej jednej z liczb 1, 7 sg liczby 1 oraz 7. Zatem jedynymi kandydatami na liczby d
spetniajace warunki zadania sa 11 7.

Liczba d =1 spelia warunki zadania w oczywisty sposob.

Z kolei liczba 7 jest pierwsza, a zatem jest ona dzielnikiem iloczynu wtedy i tylko
wtedy, gdy jest dzielnikiem co najmniej jednego z czynnikéw. Tak wiec dla dowolnych
liczb naturalnych m, n podzielnosé¢ iloczynu mn przez 7 pociaga za soba podzielnosc¢
przez 7 co najmniej jednej z liczb m, n, skad wynika, ze d =7 réwniez spetnia warunki
zadania.

Odpounedz: Liczbami spetniajacymi warunki zadania sa 11 7.
32. To samo z liczbg 24 zamiast 7.

Rozwigzanie:

Dla m=4, n=06 iloczyn mn =24 jest podzielny przez 24, a jedynymi dzielnikami co
najmniej jednej z liczb 4, 6 sa liczby 1, 2, 3, 4 oraz 6.

Z kolei dla m =3, n =38 iloczyn mn =24 jest podzielny przez 24, a jedynymi dzielni-
kami co najmniej jednej z liczb 3, 8 sa liczby 1, 2, 3, 4 oraz 8.

Zatem jedynymi kandydatami na liczby d speliajace warunki zadania sg 1, 2, 31 4.

Liczba d =1 spelnia warunki zadania w oczywisty sposob.

Jezeli liczba mn jest podzielna przez 24, to jest podzielna przez 2, a poniewaz 2
jest liczbag pierwsza, co najmniej jeden z czynnikéw m, n jest podzielny przez 2. Stad
d =2 spelia warunki zadania. W analogiczny sposéb stwierdzamy, ze warunki zadania
sg spetione przez d = 3.

Szkice rozwigzan -12 - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego



Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

Dotychczasowe rozumowania w zasadzie nie réznig si¢ od rozumowan wykorzystanych
w poprzednim zadaniu. Jednak liczba d =4 wymaga nieco innego podejscia.

Jezeli liczba mn jest podzielna przez 24, a wigc w konsekwencji przez 8, to czyn-
nik 2 wchodzi do rozktadu liczby mn na czynniki pierwsze z wyktadnikiem réwnym co

najmniej 3.
Jezeli
m = 2% (iloczyn poteg nieparzystych liczb pierwszych)
oraz
n =2 (iloczyn poteg nieparzystych liczb pierwszych),
to

mn =2 (iloczyn poteg nieparzystych liczb pierwszych),

a przy tym, jak ustaliliSmy, a+b> 3. Stad a > 2 lub b > 2, a w konsekwencji odpowiednio
m lub n jest podzielne przez 4.
Odpowiedz: Liczbami speliajacymi warunki zadania sa 1, 2, 31 4.

33. Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno uzywaja tam
tylko liczb naturalnych dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1. To ograniczenie nie
pozwala na wykonywanie dodawania, ale mnozenie nie sprawia ktopotu. Mozna tez bez
problemu moéowi¢ o podzielnosci liczb. Liczba 4 jest uwazana za liczbe pierwsza, bo oprocz
11 4 nie ma zadnego innego dzielnika sposréd liczb uzywanych na Bergamutach.

Ktoére sposrod liczb mniejszych od 50 sg na Bergamutach uwazane za pierwsze, a ktore
za zlozone?

Czy na Bergamutach prawdziwe jest twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu na czyn-
niki pierwsze?

Czy na Bergamutach prawdziwa jest nastepujaca charakteryzacja wspolnych dzielni-
kéw liczb m i n:

Liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb m i n wtedy i tylko wtedy, gdy d jest dzielnikiem
liczby NWD(m, n).

Czy na Bergamutach prawdziwa jest nastepujaca charakteryzacja wspolnych wielo-

krotnosci liczb m i n:
Liczba w jest wspélng wielokrotnoscig liczb m i n wtedy i tylko wtedy, gdy w jest wie-
lokrotnoscia liczby NWW (m, n).
Czy na Bergamutach prawdziwe sg wzory:
a) (NWD(m, n))> =NWD(m?2, n?)
b) NWD(a, b, ¢c) =NWD(NWD(a, b), ¢)

Rozwigzanie:
Na Bergamutach liczbami pierwszymi mniejszymi od 50 sa: 4, 7, 10, 13, 19, 22, 25, 31,
34, 37, 43, 46, a ztozone sg 16 =4-4, 28=4-7, 40=4-10 oraz 49=7-7.
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Na Bergamutach nie zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu na czynniki
pierwsze, gdyz np. liczba 100 ma dwa istotnie rézne rozktady na czynniki pierwsze:

100=4-25=10-10.

Charakteryzacja wspolnych dzielnikéw nie jest prawdziwa, np. liczby m =401 n =100
maja wspolny dzielnik 4, ktéry nie jest dzielnikiem liczby NWD(40, 100) = 10.

Ten sam przyktad obala charakteryzacje wspélnych wielokrotnosci, mamy bowiem
NWW (40, 100) =400, a liczba 1000 nie jest wielokrotnoscia liczby 400, pomimo iz jest
wspolng wielokrotnoscig liczb 40 i 100.

a) Nie, np. dla m =4, n=10 mamy NWD(4, 10) =1, ale NWD(16, 100) =4.

b) Nie, np. dla a =40, b=100, c=4 mamy NWD(a, b, ¢) =NWD(40, 100, 4) =4, ale
NWD(a, b)) =NWD(40, 100) =10 i NWD(10,4)=1.

34. Obliczy¢
a) NWD(254678914%7, 10%3)

Rozwigzanie:
Poniewaz

1043 — 243 . 543
interesuja nas wyktadniki dwojki i pigtki w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby

25467891437 .

Korzystajac z cech podzielnosci przez 5, 2 i 4, ustalamy, ze liczba 254678914 nie jest
podzielna przez 5, a ponadto jest podzielna przez 2, ale nie jest podzielna przez 4. Zatem
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 25467891437 czynnik 5 sie nie pojawia, a czynnik
2 pojawia sie w 37-mej potedze.

Skoro min(37,43) = 37, otrzymujemy

NWD (254678914%7, 10%) = 2%7

b) NWD (47285136443, 250)

Rozwigzanie:
Poniewaz liczba 472851364 jest podzielna przez 4, czynnik 2 wchodzi do rozktadu liczby
472851364* z wyktadnikiem réwnym co najmniej 86.
Stad
NWD (47285136443, 250) =2%

c) NWD(100000008°, 1219)

Rozwigzanie:
Skoro 12'6 =232.316 interesuje nas wystepowanie czynnikéw 2 i 3 w rozkladzie liczby
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100000008%. Poniewaz liczba 100000008 jest podzielna przez 4 i przez 9, dwéjka i trojka
wystepuja w rozktadzie liczby 1000000082 w co najmniej 50-tych potegach. To wystar-
czy, aby stwierdzi¢, ze

NWD (10000000825, 1216) —932.316

Mozna tez podaé¢ wynik w postaci 1219, bo okazalo sie, ze druga liczba jest dzielnikiem
pierwszej.

d) NWD(100000011, 3003%)

Rozwigzanie:
Wobec 300300 = 2600.3300. 5600 interesujg nas czynniki 2, 3, 5 w rozkladzie liczby

1000000114 .

Poniewaz liczba 100000011 jest podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 2, 5, 9, z
interesujacych nas czynnikéw w liczbie 1000000114 pojawia sie tréjka w potedze 44.

Zatem
NWD (10000001144, 300300) — 34

e) NWD(2000000043!, 2424)

Rozwigzanie:
Wobec 2424 =272.3% interesujg nas czynniki 2, 3 w rozkladzie liczby

2000000043 .

Poniewaz liczba 200000004 jest podzielna przez 3 i 4, ale nie jest podzielna przez 8, 9,
z interesujacych nas czynnikéw w liczbie 2000000043 pojawia sie dwojka w potedze 62
oraz trojka w potedze 31.
Stad
NWD (200000004*", 2474) = 22324

f) NWD(18465210275, 107)
Rozwigzanie:
Skoro 10%" =2%7.547 interesuja nas czynniki 2, 5 w rozkladzie liczby
18465210275 .
Poniewaz liczba 18465210275 jest nieparzysta i podzielna przez 25, z interesujacych nas
czynnikéw w liczbie 18465210275% pojawia sie pigtka w potedze co najmniej 88.

Zatem

NWD (1846521027544, 1047) — 547,
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g) NWD(777142842632850, 1437)

Rozwigzanie:

Mamy 1437 =237.737 Zatem interesuja nas czynniki 2, 7 w rozkladzie liczby
7771428426328% .
Poniewaz liczba 7771428426328 jest parzysta, w rozkltadzie liczby 7771428426328 po-

jawia sie dwojka w potedze co najmniej 60-tej.

Pozornie pojawia si¢ problem cechy podzielnosdci przez 7. Ale tylko pozornie, gdyz
liczbe 7771428426328 mozemy podzieli¢ na bloki kolejnych cyfr tworzace liczby podzielne
przez T:

77'714'28'42'63'28 .
Zatem liczba ta jest podzielna przez 7 i w rozkladzie liczby 7771428426328%° si6demka
pojawia sie z wyktadnikiem co najmniej 60.
Stad
NWD (7771428426328%, 14%7) = 2°7. 797 = 1437

h) NWD(1122334455666%°, 4437)

Rozwigzanie:
Mamy 4437 =27.11%7, Zatem interesujg nas czynniki 2, 11 w rozkladzie liczby

1122334455666

Poniewaz liczba 1122334455666 jest parzysta i niepodzielna przez 4, w rozktadzie liczby
1122334455666°° pojawia siec dwdjka w potedze 50-tej.

Whrew pozorom, nie potrzebujemy cechy podzielnosci przez 11 gdyz liczbe
1122334455660 mozemy podzieli¢ na bloki kolejnych cyfr tworzace liczby podzielne przez
11:

11'22'33'44'55'66'0 .
Liczba 1122334455666 jest wicksza o 6 od powyzszej liczby podzielnej przez 11, zatem
sama nie jest podzielna przez 11.
Stad
NWD (112233445566650, 4437) =2%0

i) NWD(124689457162722% 1417 330%3)

Rozwigzanie:
Wobec rozkladow
1417 — 917 17

33023 — 223 . 323 A 523 X 1123
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mamy

NWD (14”, 33023) =217,
Poniewaz liczba 12468945716272%° jest podzielna przez 27, otrzymujemy
NWD (1246894571627229, 1417, 33023) =217,

j) NWD(1352263965789126%, 26'9, 3922)

Rozwigzanie:
7 rozktadow
2619 — 219 . 1319
3922 — 322 . 1322
otrzymujemy

NWD (26', 39%) =13".

Poniewaz liczbe 1352263965789126 mozemy podzieli¢ na bloki kolejnych cyfr tworzace
liczby podzielne przez 13:
13'52'26'39'65'78'91'26 ,
liczba ta jest podzielna przez 13, skad
NWD (1352263965789126*, 26'%, 39°) = 13"

k) NWD(112233448, 22446688'3)

Rozwigzanie:
Niech n =11223344. Wéwczas zadanie sprowadza sie do obliczenia NWD liczb n® oraz
213. 113, Poniewaz pierwsza z tych liczb jest dzielnikiem drugiej, otrzymujemy

NWD (112233448, 2244668813) = 112233448 .
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