Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

3. Wzory skréconego mnozenia, dzialania na wielomianach.
Procenty. Elementy kombinatoryki: dwumian Newtona i tréj-
kat Pascala.

25 pazdziernika 2008 r.

35. Uprosci¢ wyrazenie
1

—_ +2V6.
54126

Rozwigzanie:

Usuwajac niewymierno$¢ z mianownika otrzymujemy

1 5—2v6 5—2v6
5+2\/6+2\/6:(5—2\/6)-(5+2\/6)+2\/6: 5591 +2V6=5-2v6+2V6=5.

36. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé¢
1
vVni+n—n< 3"

Rozwigzanie:
Sposéb 1.
Po obustronnym dodaniu n otrzymujemy nieréwnos¢

1
\/n2+n<n+§.

Poniewaz obie strony powyzszej nierownosci sa dodatnie, podnoszac obie strony do kwa-

dratu, dostaniemy nieréwnos¢ réwnowazna

2 2 1
n“+n<n —i—n—i—z,

ktora jest oczywiscie prawdziwa.
Sposéb I1.

Przeksztalcamy lewa strone danej w zadaniu nieréwnosci
5 (\/nQ—l—n—n)-(\/n?—l—n—l—n) n n 1
vnit+n—n= = < =,
vnZ+n+n vni+n+n  Vni4n 2

37. Uzupetnié wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie row-

nosci zastapi¢ pojedynczym znakiem.
a) a®..b>=(a+0b)-...

b) a3...b% = (
c)a*..b*=(a+0b)-...
d) a*..0*=(a—b)-...
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Odpowiedz:
a) a®+b° = (a+b)-(a®—ab+b?)
b) a®—b® = (a—b)-(a®+ab+b?)
c) a*—b*=(a+b)- (a®—a*b+ab®—b%)
d) a*—v*=(a—0)-(a®*+a*b+ab*+b?)

38. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé

112233
332
S 336608

Rozwigzanie:
Ci wszyscy, ktorym niestraszny utamek po prawej stronie, moga podnies¢ nieréwnoscé

stronami do szescianu. Pozostali przenosza n na lewg strong¢ otrzymujac nieréwnosé

112233
33 2_ <
WEANT TS 536608

Wowcezas po skorzystaniu ze wzoru

b (a—0b)-(a*+ab+b*)  a*—0b°
N a2+ ab+ b2 a2+ ab+ b2

otrzymujemy

\3/n3+n2—n) : ((n3—|—n2)2/3—|—(n3—|—n2)1/3-n+n2)

\3/n3+n2—n:( _
(n3+n2)*% + (n3+n2)"% . n+4n?

B n? ) n? 1112233

T )P ) Ptz (P4 () P o2 3 336698

Uwaga: Gdyby na poczatku byto wiadomo, ze liczbe po prawej stronie nieréwnosci
mozna oszacowaé przez 1/3, mozna byloby podnie$é obie strony wyjsciowej nier6wnosci
do sze$cianu bez koniecznosci rachowania na utamkach o wielocyfrowych licznikach i

mianownikach.

39. Ktore z wielomianéw z3°0—1, 239+1, 250—1, 29941 sg podzielne przez wielomian
a) x°+1,
b) z°—1,
c) 20 +1,
d) 20-17

Odpowiedz:

a) 23 —1 oraz 2% —1,

b) 230 —1 oraz 2% —1

60_1

?

c) 2°+1 oraz z :

d) 23 —1 oraz %0 —1.
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40. Skomentowaé frgment artykutu Anny Zawadzkiej, Ile wazy light? (Gazeta Wy-
borcza, 24 sierpnia 2006 r.):

w Smietankowym Warmii ttuszczu co prawda 73%, ale nie podano, czy na 100 g, czy
na calqg kostke, czyli na 200 g. Z Laciatym to samo. Napis glosi minimum 82% tluszczu.
Ale na ile? Nie podano. Masto Stofowe z Sokotowa Podlaskiego - 73,5% tluszczu. Znow
nie wiemy, czy na 100 g, czy na kostke. Zwyczajowo na opakowaniach podaje sie 1losé

ttuszczu na 100 gramow, ale konsument ma prawo tego nie wiedziec.

Odpowiedz: Zawartos¢ procentowa jest, z definicji, niezalezna od wielkosci porcji.

Dziennikarz powaznej gazety nie ma prawa tego nie wiedziec.

41. Kilogram ziemniakow kosztuje 50 groszy. Jaka bedzie cena ziemniakow, jezeli ich
cena wzrosnie
a) o 2000%
b) o 1000%
c) o 400%
d) o 200%
e) 0 100%

Odpowiedz:
a) 10,50
b) 5,50
c) 2,50
d) 1,50
e) 1,00

42. Za 17 ztotych i 37 groszy mozna kupi¢ 30 kg ziemniakéw. Ile ziemniakéw mozna
bedzie kupi¢ za 34 ztote i 74 grosze, jezeli ich cena
a) wzrosnie o 20%
b) zmaleje o 20%
¢) wzrosnie o 50%
d) zmaleje o 50%

Odpowiedz:
a) 50 kg
b) 75 kg
c) 40 kg
d) 120 kg
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43. Cgzy istnieja takie liczby pierwsze p i q, ze liczba q jest od liczby p
a) wieksza o 100%
b) wieksza o 50%
c¢) wieksza o 40%
d) wieksza o 20%
e) wieksza o 5%
f) mniejsza o 5%

Odpowiedz:
a) NIE.
b) TAK, p=2, ¢=3.
c) TAK, p=5, ¢=T.
d) NIE.
e) NIE.
f) NIE.

44. Liczba naturalna m jest o 25% wieksza od liczby naturalnej n. O ile procent
najwiekszy wspolny dzielnik liczb m i n jest mniejszy od ich najmniejszej wspolnej wie-

lokrotnosci?

Rozwigzanie:
7, zatozenia

+n
m=n+-—.
4

Oznaczajac k=n/4 otrzymujemy n =4k oraz m = 5k. W konsekwencji NWD(m, n) =k
oraz NWW(m, n) =20k, skad wynika, ze najwiekszy wspélny dzielnik jest mniejszy od

najmniejszej wspoélnej wielokrotnosci 20-krotnie czyli o 95%.

45. Liczba naturalna m jest o 25% mniejsza od liczby naturalnej n. O ile procent naj-

mniejsza wspolna wielokrotnosé liczb m i n jest wieksza od ich najwiekszego wspolnego
dzielnika?

Rozwigzanie:
7 zatozenia
n
m=n——.

4
Oznaczajac k=n/4 otrzymujemy n =4k oraz m = 3k. W konsekwencji NWD(m, n) =k
oraz NWW (m, n) = 12k, skad wynika, ze najmniejsza wspélna wielokrotnosé jest wieksza

od najwiekszego wspdlnego dzielnika 12-krotnie czyli o 1100%.
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46. Chcemy ulokowa¢ w banku pienigdze na 5 lat. Ktory z dwéch bankéow powin-
niSmy wybraé, oferujacy 10% rocznie z coroczng kapitalizacja odesetek, czy oferujacy
12% rocznie, ale z odsetki dopisywanymi po 5 latach, bez kapitalizacji w trakcie trwania

okresu lokaty 7

Rozwigzanie:
W drugim banku kwota K po 5 latach zamieni si¢ na 1,6- K. Natomiast w pierwszym

banku po 5 latach bedziemy mieli kwote

K-(140,1)°=K- ((g) 17+ (‘;’) 14-(0,1) + (g) -13-(0,1)2+...> >
>K-(1+5-0,1+10-0,01)=1,6- K ,

a zatem pierwszy bank oferuje korzystniejsze oprocentowanie.

47. Uporzadkowac¢ rosnaco nastepujace liczby:

100 100 100 100 100 100
7 ) \21) \47 ) \57) \77) \97)
100

k ) rosnie wraz ze wzrostem k w zakresie 0 < k <50, otrzy-

Odpowiedz: Poniewaz (

mujemy
100\ (100 _ 100 _ 100\ (100 _ 100 - 100\ (100 - 100
o7 ] \ 3 7 77 )\ 23 27 57 )\ 43 47 )

48. Rozwiazac¢ réwnanie
5. (") k
4) \2

Przeksztatcajac lewg strone rownania otrzymujemy

n\ n-(n—1)-(n—2)-(n—3) (n*—3n)-(n*—3n+2)
a0 |

w liczbach naturalnych n >4, k> 2.

Rozwigzanie:

8 8

Bl G ) B
2 _< 2 )

zatem dane w zadaniu réwnanie jest spelnione dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 oraz

_n?=3n+42 _ (n—1)-(n—2) _ (n—l) |

b 2 2 2
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49. Wskazac¢ taka liczbe z, ze dla dowolnych liczb naturalnych n i k prawdziwa jest

) e+ (e = (i)

a n a \ fa+l
b b+1)  \b+1
otrzymujemy

()= () () = 10)+ () [ 1)+ ()l =
- @ ”(kZl) i (k—tz) |

zatem dana w zadaniu réwnos¢ jest prawdziwa przy z = 2.

rownosé

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru

50. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c zachodzi réwnosé
Rozwigzanie:

at+b+c\ (b+c\ [(a+tb+c)\fa+tc
a b ) b a |
Sposéb 1.

Lewa strona réwnodci jest rowna

a+b+tc\(b+c\ (a+b+c)! (b+c)! (a+bic)
ey

a b ) al-(b+o)l blel  al-bld

Analogiczny rachunek pokazuje, ze prawa strona danej w zadaniu réwnosci sprowadza
sie do tego samego wyrazenia.
Sposéb 11.

Na ile sposobow mozna podzieli¢ a+b—+c uczniéw na 3 grupy tak, aby w pierwszej
grupie byto a uczniéow, w drugiej b uczniow, a w trzeciej ¢ uczniow?

a+b+c
a

Ot6z a uczniow do pierwszej grupy mozna wybrac¢ na ( ) sposobow. Z pozostatych

b+c
b

) sposobow podziatu uczniéw

b+ ¢ ucznidow mozna wybraé b uczniow do drugiej grupy na (

a+b+c\ (b+c
a b

) sposobow, a pozostatych
¢ uczniéw utworzy grupe trzecia. Zatem istnieje (
na trzy grupy we wskazany sposob.
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie, przy wyborze najpierw b uczniéow do dru-
giej grupy, a nastepnie a uczniéw do pierwszej grupy, otrzymujemy wzor na liczbe moz-

liwych sposobéw podziatu w postaci (a+§+0> (“:C)

Szkice rozwigzan - 23 - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego



Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

51. Obliczy¢ sume

Rozwigzanie:
Sposéb 1.

Rozwijajac na sume n-ta potege dwumianu 141 otrzymujemy

(660 () )
Sposéb II.

Ile podzbioréw ma zbidér n-elementowy?
Z jednej strony, ma on 2" podzbiorow.
Z, drugej strony ma on:

=1 podzbioréw 0-elementowych (zbiér pusty)

(t)
° (g) =n podzbioréw 1-elementowych
(Z) podzbioréw 2-elementowych

. (Z) =1 podzbioréw n-elementowych (caty zbiér)

Zatem zbiér n-elementowy ma (8) + (?) + (g) +...+ (Z) podzbioréw, skad

| ,®+®+©+©+ﬁgz%@>ﬂ
52. Obliczyé sume @ + (Z) N @ ) @ L

Rozwijajac na sume n-ta potege dwumianu 1—1 otrzymujemy

ror=()-(:()-(oor (2)cr().

Dodajac stronami réwnosci (#) oraz () otrzymujemy

(606
[y

Szkice rozwigzan -24 - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego

Rozwigzanie:

skad



Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

53. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nierownos¢
2
< n><<4".
n
Rozwijajac 2n-ta potege dwumianu 1+ 1 otrzymujemy

e (F) (1) (3) e () ()« G- ()

54. Czy w trojkacie Pascala istniejg trzy liczby stojace w jednym wierszu na kolejnych

Rozwigzanie:

miejscach i pozostajgce w proporcji 1:2:3 7

() () ()

(k;:) - (k—l)!ﬁi—kﬂrl)! - k!~(n—k7;!!:(kn—k+1) B (Z) n—llj:+1

Skoro pierwsze dwie liczby maja pozostawa¢ w proporcji 1:2, musi by¢

Rozwigzanie:
Zal6ézmy, ze tymi liczbami sa

Wéwcezas

k 1
n—k+1 2’
czyli
2k=n—Fk+1
3k=n-+1.
Podobnie

no\ n! B n!-(n—k) _(n\ n—k
<k+1>_(k+1ﬂ«n—k—n!_kL@HJJ«n—kﬂ_‘Q)'k+1'

Z proporcji 2:3 liczb drugiej i trzeciej wynika
n—k 3
k+1 27

skad
2n—2k=3k+3

2n=>5k+3.

Z zaleznosci 3k =n+1 otrzymujemy
2n=0k—2,
co daje

Sk+3=06k—-2.
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Stad otrzymujemy
k=5 n=14.

Jedyna trojka liczb spetniajacych warunki zadania to

14 14 14
=1001 =2002 = .
() o () (1) -oms

55. Na okregu zaznaczono n punktow i narysowano wszystkie cieciwy o koncach w
tych punktach. Okazato sie, ze zadne trzy z narysowanych cieciw nie maja wspolnego
punktu lezacego wewnatrz kota ograniczonego danym okregiem. Na ile obszarow zostato
podzielone koto, jezeli n=1,2, 3, 4,57 Dla jakiej liczby n kolto zostanie podzielone na

256 obszaréw?

Rozwigzanie:

Uwazne zrobienie rysunku i policzenie obszarow pokazuje, ze dla n=1, 2, 3, 4, 5 liczby
obszaréw sg rowne odpowiednio 1, 2, 4, 8, 16.

Widzimy wiec, ze liczby obszaréw sa kolejnymi potegami dwdéjki. Stad wzér na liczbe
obszaréw ma postaé¢ 2", Zatem liczba 256 obszaréw pojawi sie dla n=09.

Niestety, powyzsze rozwigzanie jest bledne! Dla n =06 liczba obszaréw nie jest
rowna 32, ale 31. Przy n =7 otrzymujemy 57 obszarow.

A oto poprawne rozwigzanie.

Zanim narysujemy jakakolwiek cieciwe, okrag ogranicza jeden obszar (koto). Jak
zmienia sie liczba obszarow po narysowaniu kolejnej cieciwy? Gdy zaczynamy rysowac
cieciwe, zaczynamy dzieli¢ pewien obszar na dwa obszary. W momencie przeciecia z inng,
wczesnie] narysowana cieciwa, zaczynamy dzieli¢ inny obszar. Stad wynika, ze naryso-

wanie cigciwy zwigksza liczbe obszarow o
1+ (liczba przecieé¢ z wczesniej narysowanymi cigciwami) .

Przez przeciecie cieciw rozumiemy punkt wspélny cieciw niebedacy ich wspoélnym kon-
cem.

Zatem taczna liczba obszaréw po narysowaniu wszystkich cieciw jest rowna
1+ (liczba cigciw) + (liczba przecieé cieciw) .

Poniewaz kazda cieciwa jest wyznaczona przez dwa z wybranych n punktow, liczba
cieciw jest rowna (g)

Z kolei kazdy punkt przeciecia dwoch cigciw wyznacza 4 punkty - konce tych cigciw.
Co wigcej, kazda czwoérka punktow wyznacza dokladnie jedng pare przecinajacych sie
cieciw (zréb rysunek i zobacz, ze 4 punkty wyznaczaja 6 cieciw, ale tylko jedna para
cieciw przecina sie¢ wewnatrz kota). To oznacza, ze punktéw przecie¢ cieciw jest tyle, ile

czworek zaznaczonych punktow, czyli (Z)
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Zatem liczba obszarow, na jakie dziela koto cigciwy, jest rowna

() 0)=G6)6)+ )

Ten wzoér wyjasnia, dlaczego dla malych n liczba obszaréw jest réwna 271, Otéz dla

matych n zachodzi rownosé

n n n n n n
o)+ (3)+ ()= (a)+(2)+(3)+-
Po lewej stronie mamy sume trzech wyrazoéw n-tego wiersza trojkata Pascala, zas po
prawej mamy sume co drugiego wyrazu, az do konca wiersza. Jesli n jest matle, n-ty
wiersz trojkata Pascala jest na tyle krotki, ze suma po lewej stronie rozcigga sie do konca
wiersza. To wyjasnia dlaczego wzor 2"~ ! na liczbe obszaréw poczatkowo jest prawdziwy,

a potem sie zalamuje.

Wzér zatamuje sie dla n =6, gdzie liczba obszaréw jest rowna

o)+ ()

podczas gdy na podstawie zadania 52 wiemy, ze

(o) () (3)+ )=

Poprawna odpowiedZ na ostatnie pytanie postawione w zadaniu brzmi:
256 obszaréw pojawi sie dla n=10.

Ot6z dla n =10 liczba obszarow jest réwna

10 10 10
(0)(2)- (%)
podczas gdy na podstawie zadania 52 wiemy, ze
(10) N (10) N (10) N (10) N (10) N (10) o
0 2 4 6 8 10
Jednak z uwagi na rownosé
10y [ 10
()=o)
10 10 10 10 10 10\
()= (3) () () () () -
10 10 10 10 10 10 10 10 10
(o)) )00 (3)(0)=100)+ () (4]

co prowadzi do
10 10 10
=2%=256.
() (5) (%) =20

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/

otrzymujemy

(\]

Szkice rozwigzan - 27 - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego



